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NOTE 14. f. doit s'¢évanouir & lorigine; car dans
le cas conlraire les fonclions &, 7, ¢ deviendraient in-

finies en ce point.

NOTE 15. On reconnait immédiatement que I'on a
sin ar ' .
@, = , ¢h, = cosar, et les deux expressions de ¢,
a

et ¢, peuvent alors en ¢tre déduites au moyen des deux
derniéres formules (16). Ces formules donneront aussi
des expressions analogues pour ¢, et ¢,.

Sur

LA LUMIERE REFLECHIE ET REFRACTEE

PAR UNE SURFACE TRANSPARENTE,

26




SUR LA LUMIERE REFLECHIE ET REFRACTEE
PAR UNE SURFACE TRANSPARENTE, *

VIDENSK. SELSK. SKR., T. VI (6). COPENHAGUE 189%0.

Aussi longtemps que nous considérerons la lumiére

comme formée de rayons qui interférent, se réfractent et

se réfléchissent & la surface des corps suivant certaines
lois, notre conception du mouvement lumineux ne sera
quélémentaire et fragmentaire, puisque par 11 nous dé-
composons la loi générale de ce mouvement en lois parti-
culieres et séparons des phénomeénes qui sont essentielle-
ment congénéres. Cette maniére de voir élémentaire a
et aura cependa'nt toujours une grande importance; mais
tant que nous ne pourrons pas aller au dela, beaucoup
de probléemes de l'optique resteront non résolus et in-
solubles.

La loi générale du mouvement de la lumiére, de
méme que les lois de la propagation de Déleciricité et
de Télasticité, est d’une forme simple, car elle peut étre
exprimée par trois équations linéaires aux dérivées par-
tielles du deuxiéme ordre, ou les trois composantes du
nouvement vibratoire sont les variables dépendantes, les
coordonnées de l'espace et le temps étant les variables
indépendantes. Tous les problémes de la propagation
de la lumiére doivent pouvoir étre ramenés i I'intégra-

tion des ces équations.
%+

* NOTE 1.
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Dans un mémoire intitulé ,Ucher die Reflexion an
einer Kugelfliche*, M. A. Clebsch* a cherché & déterminer
la réflexion de la lumiere par des surfaces sphériques a
réflexion totale en partant des équations différentielles
de la théorie de I'élasticité; mais cet habile mathématicien
n'a pas réussi & vaincre la difficulté principale propre-
ment dite, et voici ce qu'il dit & ce sujet dans son intro-
duction: ,Die Resultate der ganzen Untersuchung sind
sehr verwickelt, und namentlich fir den in der Optik
wichtigen Fall einer sehr kleinen ‘Wellenliinge scheint es sehr
schwer dieselbe einfach in passender Form darzustellen.®
Par contre, il ajoute: ,Der entgegengesetzte Fall eines
gegen die Wellenliinge sehr kleinen Radius der reflectiven-
den Kugel ist dagegen fiir eine Annitherung sehr geeignet.*

Les équations différentielles qui sont le point de
départ des présentes recherches ont été exposées et éta-
blies dans plusieurs de mes travaux antérieurs. Elles se
distinguent de celles de la théorie de Délasticité en ceci,
qu’elles excluent la possibilité de vibrations longitudinales,
et comme elles sont applicables & chaque point de tout
milien transparent hétérogene, les conditions limites du
passage d’'un corps dans un autre se laisseront facile-
ment déduire des équations différentielles elles-mémes.

Dans un travail antérieur , Théorie de la dispersion® o
jai déduit des mémes équations différentielles des 101-
mules qui servent a déterminer le mouvement de la
Jumicre dans un milien composé de couches sphériques
concentriques, et jai alors appliqué le caleul & un sy-
sttme de petites sphéres séparées par le vide et .& de
grandes distances les unes des autres, afin de déterminer

* Journal de Crelle, t. 61, p. 195. 1863.
** Voir le mémoire précédent.
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la loi suivant laquelle la réfraction de la lumiére dépend
de la densité du systéme. Plus tard, je me suis servi
des mémes développements en séries pour résoudre le
probleme que j’ai ici en vue, & savoir la détermination
du mouvement de la lumiere lorsqu’une sphére homo-
géne, transparente et isotrope est éclairée par des ondes
lumineuses planes et paralléles, et j’ai réussi également par
cette voie & obtenir les mémes résultats qui vont éire
exposés ici. Mais jai préféré employer dans ce qui
suit une autre méthode plus simple, qui me permetira
en méme temps, pour faciliter la lecture, de né} pas pré-
supposer la connaissance de mon premier travail.

1. Conditions auz limites.
Désignons par &, 5, { les composantes des vibrations
lumineuses, correspondant au temps ¢ et aux coordon-

nées z, y, z de l'espace. Si I'on introduit en outre les
notations

e o2 Fx)
() 0 0
7 tap e + +
les lois du mouvement de la lumiére dans un milieu

transparent quelconque pourront étre exprimées par les
trois équations différentielles

L. 08 1&¢ 8 1&g

L T v My T w e
JC—-?R_——iaZC (1)
2 0z _wz_a?‘y

w étant en général une variable dépendante de z, y, 2,
qui correspond 2 la vitesse de la lumiére au point =z, ¥, 2,
en tant qu'on peut considérer cette vitesse comme con-
stante dans un tres petit espace.




* NOTE 2.

* NOTE 3.
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Le probleme dont il s'agit consiste & intégrer ces
équations, dans la supposition que o a deux valeurs
constantes dont I'une a Tintérieur et I'autre a Pextérieur
d’une sphére donnée, et qui passent de l'une & lautre
par un changement discontinu & la surface de la sphere.
Ce changement discontinu peut étre regardé comme di
& ce qu'une couche superficielle passe, avec une variation
continue de «, d'une épaisseur finie & une épaisseur
nulle, o 6étant considérée comme une fonction de la
distance r au centre de la sphére. Dans ce passage, les
composantes du mouvement vibratoire doivent, ici comme
partout, rester finies, tandis que leurs coefficients diffé-
rentiels peuvent devenir infinis par rapport & »* Clest
pourquoi les composantes et leurs cocfficients différen-
tiels, lorsque I'épaisseur de la couche limite est réduite

a 0, passent en général brusquement d’une valeur & une .

autre en traversant cette couche; cependant quelques-
unes de leurs combinaisons peuvent conserver lear valeur
sans changement. )

Pour chercher ces combinaisons, au lieu des com-
posantes par rapport au systtme des axes fixes, je pré-
fere employer la projection des vibrations sur le rayon,
la projection perpendiculaire 2 cette derniére dans le
plan passant par le rayon ct 'axe des z, et la projec-
tion perpendiculaire aux deux précédentes et, par con-
séquent, & 'axe des z.

Si 'on exprinie en coordomnées polaires™

x = rcosg, y = rsingcos¢, & = rsingsing,

et si I'on désigne les nouvelles composantes par &9, ¢,
celles-ci seront détermindes par les ¢quations
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€ = cosgp&—+singcosgy-singsing ¢,
7= —sing&-+cospeosdy--cospsing ¢, 2
= —singy-t-cosgl. ]
En multipliant les équations (1) respectivement par
x, 9, = et en les ajoutant, on obtiendra
. 10¢%0) 180,
A(r&)— — — ) % ..
‘.‘(7 g) 7 07,. (02 6t‘2 Ty
d'ou il suit que

808 8(°6)
or* or '’

lorsque 4, est exprimé en coordonnées polaires, se laisse
exprimer en termes qui restent finis*, méme si I'épais-
seur de la couche limite est réduite a zéro.
Mais il en résulte que
d(r°¢) .
——— 0
or
est une fonction continue, qui par suite reste aussi finie
sur la surface limite, puisqu’elle est finie des deux cotés
de celle-ci. Par conséquent
dz
dr

0

est également partout une quantité finie.

Si 'on multiplie en outre les équations (1) respective-
ment par —sing, cosgcosd, cosgsing, et quon les
ajoute, on obtient

' Fry) 06 .

or Op

exprimé en termes qui restent partout finis. On trouve
de méme en multipliant les équations (1) par 0, —sin¢,
cos¢r et en les additionnant

* NOTE 4.

* NOTE 5.
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7o 1w
o Singdg

exprimé en termes partout finis.

Nous avons ainsi trouvé trois combinaisons qui sont
partout finies. En éliminant 4, on voit que les expres-
sions

209 FE 00D 1 eE
or dp Or or sing 0y Or

sont partout finies, d’ou il suit que

oy G D) 1 e
or dy or sing 0¢

sont des fonctions continues qui ne changent pas en
passant d’un des cotés de la surface limite de la sphere
a Pautre. C’est ce que jexprimerai par

ory) %] _ 08 1 GE] _
[ or 559} =0, [ or Smgp@?’r} =00

Remarquons en outre (que ces mémes quantités, étant
des fonctions continues et partout finies en dehors de la
surface limite, doivent aussi étre finies sur cette sur-
face. Mais il en résulte que 77 et »Z doivent étre con-
tinus, de sorte qu'en conservant la méme notation que
ci-dessus, on aura

[7] =0, [{]=o0. *)

On déduit les conditions aux limites correspondant a

r=20etar = cwen remarquant que le mouvement

de la lumiere est partout fini, par conséquent aussi pour

r = 0, et qu'a une distance infinie de la sphére on ne

trouve, outre la lumiére incidente, que celle qui émane
de la sphére, mais aucune qui se dirige vers elle.
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2. Développement en séries de fonctions sphériques.

La lumiere qui tombe sur la sphére est supposée
formée d’ondes planes paralleles. Celles-ci peuvent en
général renfermer un ensemble de vibrations qui différent
par leur amplitude, leur direction dans le plan des ondes,
leur durée et leurs phases; mais ce cas général se laisse
facilement déduire du cas particulier ol les composantes
du mouvement vibratoire, que nous désignerons par £,
%, &, sont déterminées hors de la sphére par

g =0, 5 = el £ — 0. ()

La forme exponentielle est choisie ici comme étant la
plus simple; les vibrations qui onl Pamplitude 1 se font
dans la direction de l'axe des y et se propagent dans
la direction de l'axe des .2: avec la vitesse constante

9
l k = T.

Ayant ainsi, en dehors de la sphére, séparé la lumiére

% = £, la longueur &’

incidente de celle qui est produite par le changement
de vitesse & la surface de cette sphére, nous posons

= Eo—!_ Ee’ 77 == vn+v¢1 C = Q—I’ Q, - (6)
tandis que, en dedans de cette surface, nous posons
= 5'7 7 = 77’1 = C'1 (7)

ou ', 2, X remplacent aussi les quantités correspondantes
non accentuées en dehors de la sphére. Si 'on désigne
en outre le rapport des deux vitesses @, 2 par N (mdlce
de réfraction de la sphére), on aura

Q= Ng, I'*= NI, 2= NJ. 3]

Les composantes £, 7y, €, tant en dehors qu'en dedans
de la surface de la sphére, sont lides entre elles par

* NOTE 6.




* NOTE 7.

* NOTE 8.
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I'équation 4 = 0, qui pour w constant résulte des équa-
tions (1), et par suite elles peuvent élre regardées comme
dépendant seulement de deux grandeurs Q et S en dchors
de la sphere, ou @' et S en dedans de la sphére. On
pourra en effet poser

6C 0B o4  6C 0B 24
b= —5: e=5-—5-: G = ——,
oy 0z 0z Ox ox Oy
Q_, 00 é 00
14 = 23’—'—7 —32——{—9&3, .B = xg—: ,\a"—!"-:l/s, \9)
Q00
C = Yy =% a7 28,

et &, o/, ' pourront aussi ¢tre exprimés d'une maniere
analogue. Les équations (1) seront alors satisfaites en
supposant que Ton ait

49-+0Q =0, ASLPES = 0%, (10)
4QL1Q = 0, 4818 = 0. (11)

1l est bon d’observer que les deux projections radiales

wge - ype + 28

0% Oy | (0% 0L Oge 0%
() (2 28 o (e
oy Oz Y\6z Ox ox . Oy

peuvent, a I'aide des équations (9), étre transformdes en

et

2 Q) _ 1 (o 00 1 Q

Ly - ¢ 1

rAQ o sing ¢ (smgp (9(0) sin'p ¢
et

LE0S) 18 (. S 1 &8

—°4,5 e T " sing dg ('5“19029?5> sin’e 0

On voit par 14 que, lorsque @ et S sont développées
en séries de fonctions sphériques @, et S, & savoir

0 = 2011; S = A‘J'Sny
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les projections radiales ci-dessus mentionnées seront dé-
termindes respectivement par

2n(n4+-1)Q, et Zn(n-1)8,.
On obtient un résultat analogie pour I'espace en dedans
de la sphere.
Les composantes &, 3, £ introduites dans le chapitre
précédent peuvent par analogie avec (6), pour des points
en dehors de la sphére, étre exprimées par

=514, 9 =7q+7, C=C+C,

ces nouvelles composantes étant déterminées par

& = singcosg e®—ini == COS¢ COS ) elkt—la)i,
o 7 = Cosy g
{, = —sing elkt-ta)i j
& = cos¢ge—!—sm¢coswy,—{—sxn¢51nya,
Ne = —51n¢$,—l—cos;,cos;nﬁ—}—cobgosmy(_’e, (14)
{ = ~sin¢77e—|—cos¢c;.

Si maintenant, pour abréger, on introduit dans ce
qui suit les notations

Ir=a, In=4d, 1@ =K, I'Q0 = K'* (15)
et, 2 étant le rayon de la sphére donnée,
IR = a, 'R = d, (16)
on obtiendra par les équations (9) et & l'aide des équa-
tions (10) les valeurs suivantes

i (1]x)+ K.

— _o‘(aA)_L 1 68

T = 4 Ppba T Sngdg’

= 1 &@k)
asing d¢doa dg

(17)

* NOTE 9.
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de méme (u'on trouve pour un point intéricur les valeurs
correspondantes
5 & a’K')

=

+ 1]{!

- of(a’K’) 1 o8 ,

7= @ 0c0d Tamg o (15)
1 &Ky o8

- — N R
$ = Zsing o7 ve
¢ (4 ¢

Il s’agit maintenant de développer ces compo-
santes en séries de fonctions sphériques. En géndral,
lorsqu’une fonction f(r) peut étre ainsi développée, le
développement est, comme on sait, de la forme

f() _Z L P (7 g_"(:u) P(n)du,

la somme étant prise pour toutes les valeurs de 2 de-

puis 7 = 0 jusqu'a n — o, et
..(2n-1) n(n—l) L n(n_1)(n__0)(,,_3) .
P(x) = 1 (’) R 1 (x z,)(Qn ) +_‘;)4“(W—1)(QH ) e O

Si, & présent, nous cherchons 2 duoloppel les va-
leurs que les équations (13) donnent pour &, 7,. C,, en
y posant Iz = acos¢g, nous aurons, daprés ce qui
précede,

g—acos@i E %HP (cos;)\ —“”‘P (1) du.

0
L'intégrale définie que renferme cette ¢quation peut s’ex-
primer par la fonction de Bessel Juri(@), ou, ce que je
préfere ici, par une autre fonction v,(a) qui ne differe
de celle de Bessel que par un facteur, la valeur en dtant

vp(a) = 1/%?.],,+%(a).

Tn ((l) =
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On pourra alors, d’aprés la théorie des fonctions de
Bessel, exprimer #, (a) par

an+i 1 3
va(0) = WS«;—“‘"( 1—uw’ydu.
il )

.

Cette intégrale devient par une intégration par parties
n fois répétée
a e (1—wd)e
— —a
Vn ((l) = —W i Set ut “du" du,
valear qui, & I'aide d’une autre expression connue de P,,

aQ savoir
(=Drdr(1—w)n
() = !l dur ?
peut aussi étre mise sous la forme
o.M .
va(a) — 5z»§e—am P,(u)du. (19)

(L

De cette manicre on obtient

.’

. nw,
eomer — 1 §(2n+1)P,,(cos;p)e‘?’v,,(a). (20)

0

On remarquera que la fonction , (@) satisfait a
I'équation différentielle

v,
;aga-) _ (7’(";_9__1)7;,,(@), (@1)

et que, développée suivant les puissances de a, elle donne
la série

_amk ( | @ o 29
1.3...2n+1) '_27271+3) ' 2-4(2n+3)(2n—§—5)_"'>' (22)
Un autre développement en série, connu par la

théorie des fonections de Bessel, et ou le nombre des
termes est fini, est le snivant*: * NOTE 10.




a(a) =

—acosgi S L (>111

116

= ¢y(a)sin (a— ”77> ) COS((L— 717—)’

AN

(= D1 (n+2) | (n~3)n—2)...(n-4) 9
= e T e e (39
1) (n=2)(n—1)...(n+-3)
 2a 2.4.64 T

Si T'on désigne en outre par w,(«) une autre inté-
grale particulicre de I'équation (21), et si I'on définit cette
intégrale par le développement en série

4

1.3...20—1) n a* n « L
ar P2@n—1) ' 2.4Qn—1)(2n—3) "

) 1)

cette fonction ne différera également d’une fonction de Bessel
J—n_3(a) que par un facteur, ct, avee les développements
de ¢, et de &, donnés plus haut, elle pourra aussi ctre
exprimée par

wa (@) = ga(a)cos ( «— "—:> — Ia(a)sin ((1 — N;) . (25) .

Les valeurs données dans les équations (13) peu-
vent maintenant, a laide de la série (20), dtre déter-
minées comme il suit. On retive de cette séric le pre-

mier terme correspondant & » = 0 et I'on pose
1 1 d (. dP,(cosg)
P,(cos¢g) = —F(}T—E:ﬂ ;m;@(sm;of—((lq—»— s

ce qui donne
w
1 Qo1 1 d /.
@ T w(nl)sing do | dg

En introduisant pow abréger les notations

= ) 1 . NI\
2nt 1 P, (cos¢) e(“‘z_)'rn(r/),

.cosd d
i Pkt e
(g ot 1t (1~ 1)

K = —
(26)

sind W'Q L v (=TT
_anyi no 1 Pn(COSS!;)L'(“ ‘—’)l"n(“)y

0 a de o (1)

d P, (cos g)) — ,"2'?,‘{ @.

]’:

S =
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la multiplication de I'équation par cos¢etsingde ou par

e s NP . .
—singesingde et Vintégration des deuy équation$ ainsi.

obtenues de ¢ = 0 & ¢ = ¢ donneront

K, = —w?w(—sinacos —i § = acos @iy i
0 asing p—1icosatie i) ghti|

S, = —fi-l—]gj—(—sina.cos > —1 e~ acos i) i 27)
0 asing ¢—i1cosa-t-ie Fi)ghti|

d’ol1 'on tire finalement

F(aK)
X T el R I Tt — ; =
R ak, Sing cos ¢ efft—acosgli £,
2 > a
! C_)A.(ﬁ{io_) _*1 g‘sﬂ, == COS¢@ Ccosekt—acosgyi __ 98
a beba sing 8¢ ; : = %, ( (28)

1 #K) o8,

e — % = - gind ekt—acos@)y ___
asmg 0bda  bo S e "=

LA

Ces valeurs des composantes &, 7, , ¢, correspondent
i cElles_ qui sont données dans (17) pour les composantes
o e Lo K et S remplacant K et S dans les équa-
tions (17). Nous avons, dans (26), les développements
de K, et S, en séries de fonctions sphériques, et, comme
il est facile de s'en assurer, ils doivent satisfaire aux
mémes équations différentielles que K et S‘, a savoir,
dapres (10), 4,E-+2K, = 0, 4,854PS, — 0. Les
développements de K et de S en séries de fonctions
sphériques doivent donc étre analogues 4 ,ceux de (26),
Iintégrale particulicre #x(a) de Iéquation (21) étant rem-
placde ici par Pintégrale générale exprimée linéairement
en ep(a) et wq(a). On obtient ainsi, avec les constantes
encore indéterminées k,, x,, Sny an ¥,

__.cosd d = 9p-l.1 "7
d d§0 - ;zv.(n:}; 1) P e( : ) (k”?;”(a)—%—z"'wﬂ(“)) ’

_ g d N7, g,
« deg - 7 (n--1) P,,e( 2)(8"7}"(a)+”"7”n(a))y

* NOTE 11.

(29)
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et d’une maniére analogue pour un point intérieur

.cosg d 2n-+-1

anT s /H—»n{‘i N Nt e ’
a (l§9 n(n—!—U PHC( 2—) (Rava(a’) 4= aen(c)),

K =—i—*
(30)
sing d

2n-4-1 (.,
a d—go

nm1)""

nT\ .
S = — ?)'(s;z‘,,(a’)—E—o;u',l(a’)).
P,(cosg) est réduit ici & P,.

Si nous prenons d’'abord la condition limite corres-
pondant & ¢' = 0, on voit par (24) que w,(«') devient
infini pour ¢ = 0 ¢t # >0,
faut, pour que les valeurs de K' et S’ soient finies, que

et, par conséquent, qu’il

% =0, o =0.

d’apres (23) et (23), ()

. nw n .
= sin (a— T)’ wp(a) = cos (a—— 7)«) A une distance

A a = o correspondent,

infinie de la sphere, on doit donc.avoir

(ktLta—n)i (kt—a)?

2 (kn v,.(a)-l—/,,w,,(a))e( 2) = (—knit+xa)e A= (kni L xa)e

On voit par 1 quia cette distance le mouvement
de la lumicre sc manifeste en général sous forme de
fonctions périodiques de kt 4« et de kt—a,
dant 2 deux mouvements opposés, I'un dirigé vers le
centre de la sphire, lautre partant du centre. Comme
d’aprés les conditions que nous

correspon-

ce dernier mouvement,

avons supposées, est le seul qui existe récllement, on

doit avoir
—knpi-t+x, = 0, comme aussi —s,¢+ag, = 0.

Les séries (29) et (30) sc réduisent ainsi &
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oo Coaydfi :(:;:I_)P =Wk (@) 1) 1),
S = — Si2¢ (TC; 7:(:2:11) ol "L;)isé (va(@) +-100(@) i),
K — C_‘f_?’ va Y ”9_(_:’:_;) (=Wt 0y(a),
S = — ,¢ BN 2n1 ne(’”_"_;)"s;,v,, (@).

o do e (1)

Enfin nous avons aussi les conditions aux limites
exposces dans (3) et (4), qui peuvent étre exprimées par

0a) 1 &  o@d) 1 oF | V=4
fa sing 8y — 0 T smedg’

En y substituant les valeurs de & &, 3, € données par les
¢quations (12), (17) et (28) et celles de &, , 7, &' données

par (18), ces conditions peuvent étre mises sous la forme

a(N,+-K) = 'K, S+8 =

1d-a(K, ~—K) 1 o(a'K) 8- 0-a(54-5)
@ Ca - dd’

a(a's')
T e T Oa’

On y développe ensuite K, S, K, S, K, § snivant
les séries (26) et (31), et on obtient ainsi quatre équa-
tions entre les coefficienls. En désignant, pour abréger, les
dv, (0 down(a) dva ()

de ' dd
vn(a’), ces equa’aons deviennent

fonctions dérivées

7[';1(0.),

par vy(a),

27

a4 =g

q
d=q'. (32) *

* NOTE 12,
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N(i"n(a) - kr (D;L(a) -+ 70;(“) l)) = kn vl"(a,) ’
N (0a(@) - 82 0u(e) +100()D)) = Sa0u(),
va(a) +Fon (Vala) +wa(a) ) kava(a'),
(@)~ 80 (Ve (@) - 100(@)d) = sava(d),

I

I

par lesquelles les coefficients peuvent étre déterminés.
i 5 i 5 i o Véd i
En y faisant une petite réduction a laide de P'équation

* NOTE 13.

k,

£

= T @) wal@) 1) (@) — N W@ wi(@) i) 7ale)’

10a(@) V(@) — (@) () = 1,~

on obtient les valeurs suivanties

(va()—100(a) 1) ¥ el) — N (Vo) — () i) ol ) ]

N (zafo) —wa(a)i) vale!) — (V@) =@ ) o)
S (Y PR RN AT T () B CAT RS TA I )
Ni . -
= ([@ala) +10a(0) %) Vo) —V l.V [CAGE R ODEXCY (34)
Nt '

= N (on (@ 100 () 8) Vo (@) — (On (@) + 0 (@)]) )

Le probléme est par 1a résolu, en tant que les com-
posantes du mouvement vibratoire sont partout dans
Tespace déterminées par des séries infinies avec des
coefficients connus. On verra que les séries, sous cette
forme, se prétent bien au calcul, si «, qui correspond
au contour de la sphere mesuré avee la longueur 'onde
1, est un petit nombre, ou si le point considéré est
situé prés du centre, tandis que si o est un trés grand
nombre, ce qui est pour ainsi dire le cas avec toutes !es
spheres visibles & Pl nu, il sera en général 1‘1(k(:ess.rur0
de transformer les séries de maniére que les sommations
puissent se faire avec une approximation suffisante. Je
vais maintenant exposer d’abord les formules de somma-
tion que jaurai occasion d’employer.

(33)
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3. Formules de sommation.

On trouvera dans le chapitre suivant des sommes

qui peuvent étre rapporiées a la forme

73

S, efat (35)

ny

ol # passe par toutes les valeurs entidres comprises
entre n, et n,.

Les deux fonctions 4, et F, sont telles que, si Pon
y fait # = y—42, ces deux nouvelles variables étant
également considérées comme des nombres entiers, on
obtient les séries suivantes, qui sont convergentes dans
les limites données: ‘

dp= A4BE 0S4, F— Fa—{—Gz+H§+I§:+ 5

Les termes sont ici rangés suivant les puissances crois-
santes de z et les puissances décroissantes de Ia gran-
deur ¢. Celle-ci est regardée comme un nombre #rés
grand, mais non infiniment grand, et, dans ce qui suit,
toutes les grandeurs seront rangées suivant les puis-
sances de «, de maniére que celle qui renferme une
puissance supérieure de « sera considérée comme une
grandeur d’'un ordre supérieur. Les coefficients A, B,
-y By G, ... sont ici aw plus des grandeurs du méme
ordre que I'unité («°). Le calcul aura en vue de pré-
senter les résultats avec une exactitude telle que les
grandewrs d’'un ordre inféricur & Punité scront seules
regardées comme assez petites pour pouvoir étre négligées.

Le nombre des termes de la série (35) est lui-méme
tres grand et du méme ordre que 4. Les limites n, et
n, sont indéterminées et jusquw'c wun certain degré arbi-

27

(36)



* NOTE 14.
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traires, dépendant seulement, d'une part, des conditions
de convergence des séries (36) et, de Tautre, de la con-
dition que n,—mn, doit ¢tre un nombre trés grand. Ces
grandeurs indéterminees et arbitraires que I]ll"ltloc‘]llls ici,
et pour lesquelles je me servirai dans ce qui suit de la
désignation commune @, sont définies par ce caractere
quune fonction d’une pareille grandeur marque la limite
vers laquelle converge la valeur moyenne de la méme
. . , .
fonction d'une grandeur déterminée 2, lorsqu’on fait
passer  par une série de plus en plus grande de valeurs
dans les limites tracées pour w.
Ainsi, si nous partons des intégrales connues

-] (40 lEi
Se—”x"‘” dae = I'(p), (37), \e’“’.ﬁcl“*‘ de = I'(p)ez’, (38)

0 ’

dont la premiére s'applique & toutes les valeurs positives
de p, et la seconde seulement aux valeurs positives plus
petites que 1, on voit que pour p2<C 1 on doit aussi avoir
w Ei .
Se”‘x“—’dx = I'(p)e2, (39)

o

puisque

" o o .

Se’iw‘“-‘dx = ge’“w"—‘ dx»——Se"x"—ldx, *
D, «w

L] (]

ot la derniore intégrale peut étre développdée par intégra-
tion partielle en une série semi-convergente dontla valeur
moyenne, correspondant a différentes valeurs de w. con-
verge vers 0, lorsque la valeur moyenne est prise de la
maniére indiquée plus haut, dans des limites de plus en
plus larges. Si en outre z est plus grand que 1 dans 1’inte:-
grale (39), cet exposant peut par intégration partielle devenir
plus petit que 1, et la valeur moyenne des termes pério-
diques en dehors de Pintégrale convergera également vers 0.
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Par conséquent, I'équation (39), avec la portée donnée a
la limite supérieure de w, s’applique & toutes les valeurs
positives de p.

Comme autre exemple, qui trouvera une application
dans ce qui suit, nous pouvons prendre la somme (35)
réduite a sa forme la plus simple

. i ___ palngt1)i
pani & 7% 7 %
) 1— eai .

Le second membre doit également disparaitre ici, si «
n’est pas nul ni un multiple de 2z, car alors la somme
devient n,—mn-+1, qui est bien indéterminée, mais en
tout cas ne peut devenir nulle. De plus, si ¢ est tres
petit ou trés voisin d’un multiple de 2z, on ne saurait
non plus regarder la somme comme nulle, car le nombre
des termes est bien supposé trés grand, mais non infini-
ment grand. ‘

Si la somme est nulle, elle continuera aussi a étre
si on la différentie un nombre arbitraire de fois par
rapport & «. On aura donc plus généralement

ng
7y

si e est un nombre entier ou nul et si ¢ n’est pas nul
ni trés voisin de 0 ou d’un multiple de 2x.

Si nous considérons maintenant la somme donnée
par les développements (35) et (36), on voit qu'elle peut
étre transformée en une série convergente avec des
termes qui, en laissant de coté les facteurs constants,
ont la forme

ng—¥
Zamebe,

n—v

* NOTE 15,

Znmert = 0%, (40) * NOTE 16.
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Par conséquent, si Uon ne peul avoir
G = 2=, (41)

pour p = 0 ou un nombre entier, et que G—2p=z ne
soit pas non plus trés voisin de 0, la somme (35) dispa-
raitra en entier.

Est-on, au contraire, & méme de trouver une valeur
de v qui permette de satisfaire & la condition ci-dessus
(41), Gz peut alors ttre omis dans l'exposant, et la
sommation étre remplacée sans erreur sensible par une
intégration. La somme (35) pourra donc prendre la
forme

e 22 23
Fat+H 415+ )
dz<A+Bi+...)e( @ d ). (42)
[/4

it (‘/— ny)

ol nous nous bornerons & supposer v compris entre »,
et n, de manitre A faire rentrer y—u, et n,—y dans le
genre de grandewrs indéterminées défini plus haut. Si,
dans cette intégrale, on change le signe de z pour z<C0,
et quon pose ensuite Hz® = ax, les limites de z, H
n’étant ni nul ni trés petit, rentreront dans les grandeurs
comprises sous la désignation commune @, et, par le
développement cn série, lintégrale prendra la forme

dx "« | B Alzi i

?(A\/mf?ﬁ' N L

dx "« B _ Alwi | S

+ ”__Z(A‘/m——ﬁ-l‘_ H_ H ..)e("+).
Comme on a I'() = V=, ces intégrales. en vertu de (39),

deviendront finalement

A‘/a.. Fa+ , (43)

les termes du méme ordre que ¢—% et d’un ordre inférieur
étant négligés. Ce résultat est également valable pour
les valeurs.négatives de H si 'on a soin de poser
1
V—1

Il cesse de Vétre pour

= —17 = ¢

H = 0.

Dans ce cas, nous pouvons, pour le généraliser davantage,
supposer que G—2px est une grandeur trés petite;
alors la sommation pourra aussi étre remplacée par une
intégration, et, au lieu de (42), on obtiendra l'intégrale

suivante
No—Y . - (62 Izs th! Lg5 .
2 —2p7) 2 — — —...
il 4lBZ 20?0 e( a+(6—2pmje+ I+ E S+ L5+ ) 15
BErof )
—(v—mny)

Changeons-y également le signe de z pour z<0, et po-

sons ensuite 4 I:* = o’z*, le double signe étant déter- » NoTE 17.

miné de maniére que -7 soit positif. En introduisant,
pour abréger, les notations

e
I
G—2%rz = —¢ ) (46)
@ 2 1
0 = gx—scos (— et b-2)dr 7)

et
A=AJ B=BJI, C=CI, K=K] et L=LJI, (48)

on pourra sans difficulté donner & l'intégrale (45) Ila
forme




* NOTE 18.
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L gernl(a)t 0+ (u1)hi( B+ 4,1, 0)

__Cl(i,(i) —(A,L--BK) (fiQ 14,100 Q] . (49)
les termes de l'ordre de a—4 et au-dessous étanl négligés.
Dans le cas ot ¢ = 0, on obtient a T'aide de (39)
1 sz 2 x_dQ 3 ZQ*
F(3>Cos—---Q~ AL F<§)cos—6_7;__ —g g

&9 dQ  4d'Q

V=T = dz = 7

ol
') = 26m894..., I'(3) = 135112...

ou avee les logarithmes vulgaires

log I'(3) = 042719627..., log I'(2) = 0,1316565....
L’expression (49) prend alors la forme
e (DA TE) + D) (B AK) TG (0)

L’intégrale Q (47) a, sous une forme un peu diffé-
rente, été caleulée numériquement par M. Airy*, qui
pour lintégrale

grla) cos - 5 (0 —pw) =W

vo

a donné le tableau suivant:

7 W §2 ; W
—5 | 0,00041 0 i 0,66527
—4 | 0,00298 1 i 1,00041
—3 | 0,01730 2 0,56490
—2 1 0,07908 3 —0,56322
—1 | 0,27283 b1 047446

b} 0,68182

* On the intensity of Light in the neighourhood of a Caustic.
Trans. of the Cambr. phil. Soe., t. VI, p. 379; t. VI, p. 595,
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A Taide de ce tableau, on peut aussi caleuler Q,

car-on a - % - _:1; .
e = (j) w 0=3(3)'w.

En partant de y2 = 0, du coté négatif, W va tou-
jours en décroissant jusqu'a 0: du coté positif, W va
d’abord en croissant, atteint un maximum pour g = 1,08
et, par un mouvement périodique autour de zéro, se
rapproche ensuite de cette dernidre valeur. Le premier
et le plus grand maximum de 77 est 1,504 fois plus grand
que la valeur de W pour m = 0.

M. Stokes* a étendu le caleul de M. Airy jusqu’aux
50 premiéres racines de Péquation W — 0 et jusqu'aux
10 premieres de dd7 = 0. Clest ainsi qua W = 0
correspond la série

po= 24955; 436317 5,8922; 7,2436; 84788 ...
dans laquelle la racine d’ordre ¢, pour des valeurs
croissantes de 4, converge vers 3(g—1)5%. On a égale-

ment pour —— = 0 la série
du

po= 1,0845; 3,4669; 5,1446; 65782- 7,8685 ...
ou la racine d’ordre ¢ converge vers 3(g—2)%.

Les différents coefficients différentiels de Q par rap-
port & e qui entrent dans Texpression (49) pourront

tous étre facilement exprimés par Q et 7o carona
LE
aQ
5 = — 5 0¥ * NOTE 1
7 3 Q, NOTE 19.

d’ou peuvent se déduire les coefficients différentiels supé-
rieurs, par exemple

d'Q 3 2dQ

d_c’:i = §Q——73—d—s, ete.

* Trans. of the Cambr. phil. Soc,, 1.1X, p. 166.
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. . d
Les maxima el minima de 49 correspondent par

de
conséquent & @ = 0, d'ou il suit que le premicer
maximum a lieu pour p = 2,4955 ... Le module (ou

I'amplitude) de Vexpression (49) varie avec les valeurs
croissantes de ¢ d’'une maniére analogue & I'intégrale T,
si Ton peut se contenter de prendre en considération le
premier terme, qui est de T'ordre le plus élevé; mais si
les termes suivants ne sont pas négligeables, ie module

renfermera aussi bien Q que %?, d’ot il résulte que les
maxima secront déplacés et ql;e le module ne pourra,
en général, devenir nul dans ses variations périodiques.
La périodicité deviendra ainsi moins apparente.

En comparant entre eclles les deux cxpressions (43)
et (49) de lintégrale (42), on voit que la premicre cst
du méme ordre que a* et la seconde du méme ordre que
a5, On peut se rendre compte de la maniére dont se fait
le passage de V'une i Dlautre en se représentant que A
décroit jusqu'd devenir une grandeur trés pelite, en méme
temps que G —2px continue & ¢tre nul. Il sera alors
loisible de poser, dans Pintégrale (42), @ = 2'--4 et de
déterminer ¢ de facon que le coefficient de 2'* dans I'ex-
posant devienne nul. Nous arrivons ainsi a la forme (45)

ou G —2pr= devient égal & — 5, et par conséquent
o d I b

S
=V,

On voit par 1a que, dans ce passage de Uintégrale (42)

a lintégrale (45), = restera néeessairement positif. Le
passage de (43) & (49) se fait donc par cette variation
périodique décrite plus haut, les valeurs de x ou de ¢
variant en décroissant positivement, variation dans laquelle
le dernier et le plus grand maximum est atteint avant
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que ¢ devienne nul, tandis qu'a partir de 1a le module
décroit rapidement jusqu'a 0, en méme temps que ¢, en
passant par O, prend des valeurs négatives de plus en
plus grandes.

Nous rencontrerons enfin dans le chapitre suivant
des sommes qui se laissent transformer en une intégrale
de la forme

(Fa+e‘f+y-‘i+1’—s+...)f N
\dz A= +B e @’ et ad . (81
0

Si l'on y pose G2°= ax et que G ne soit ni nul ni tres
petit, la limite supérieure de z rentrera dans les gran-
deurs que nous avons désignées plus haut par w*, et en
négligeant les termes d’un ordre inférieur & Dunité, le
résultat de Tintégration sera

(52)
Mais si G est tres petit, on pose Hz' = 2%, la limite

supérieare de x étant désignée comme auparavant par
*, et on pose pour abréger

G = x)/ 2, (53)

le signe supérieur correspondant & G positif et le signe
infériear & G négatif. L’intégrale devient par suite

Al Lot -
5 Hgdx ((an) A4 Bot 4T ) grazeranl gy

Pour ¢ = 0, l'intégration donne

A\/’M e +4H2(BH——A1) L2432 os)

* NOTE 20.

* NOTE 21.
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tandis que l'intégrale générale (54) peut s’exprimer par

el (lQ__Ald”Q -
5H : T H 4 ) (36)

n posant @ eriae -
et poss Q= gdxe’“"’“’)’ (57

vo

((aH)*AQ B

De cette derniére intégrale on tire par différentiation
relativement & ¢ et par intégration par parties

aQ 1 & N
&~ TaTgd (58)

d’ott résulte encore

a*Q L ft & 3s &%) -
qE = I(éfg)—f—(—z i _S—)Q' (59)

En substitnant ces valeurs dans (50), cette expres-
sion de Iintégrale cherchée sera déterminée par des
grandeurs connues et par lintégrale Q.

Cette derniére intégrale a souvent ¢té employde
sous différentes formes, notamment pour le calecul des
phénomenes de diffraction, par exemple par Fresnel,
Cauchy, Knochenhauer, Quet, cte. M. Ph. Gilbert* a
calculé une table étendue pour les deux fonctions N et
M, déterminées par

/;Sjlxe(”r_lh’-)l:: N+ M, ¢« = Vl“_)_é‘u,
et comprenant toutes les valewrs depuis p* = 0,00 jus-
qu'a p* = 30,00.

Par conséquent, lorsqu’on prend le signe supdrieur
dans l'intégrale Q, elle peut étre calculée directement par
cette table. Sil'on prend le signe inféricur et qu’on pose

* Recherches anal. swm la diffraction de Ia lumicre. Mém. conr.
de I'Acad. de Bruxelles, t XXXI, p. 1. 1862—63.
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9rY e i .
‘/ :dee( T — NAMi,
o

on aura

’§ @ sz - a2)i —
NN+ (- 2)i =/ 2o yg(

T—w

expression qui permet de déterminer N, et M1 par

N, — V2cos i ——N M, = V2sin® — M.

4 4

Les deux grandeurs N et M décroissent rapidement et
d’une maniére continue pour des valeurs croissantes de e,
d’ott il suit que N, et M, sonnt des foctions périodiques.
Comme, d’apreés (58), on a signe avec le inférieur

dN, 1 e aM, €
.y ! bt S
de Yoz Qﬂ'[" ds QN”
il en résulte que
dN, aM, N
1 {1 R 1
A, ds ' 1, de Vor

On voit par 1a que le maximum et le minimum de
N+ M7 correspondent & N, = 0, qui lui-méme, pour de
grandes valeurs de e, correspondra approximativement &

e

e
cos

Zs- = 0, et par conséquent & & = (4p—1)z ou
no= @)—0):1, p étant un nombre entier.

Dapres M. 'Gi]bert, on a

o] et

N+ M7= 92,7407, p= 12172, = 1,2247), 1¢r max,,

1,5562, p = 1,8725, , ler min.,

<’$‘I’€
I

2], 2¢ max.,

, 2¢ min.
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A p =0 correspond Ny M} =, et a p = o, N;-+ M}
— 9 .

Si, dans (56), nous ne tenons compte que du terme
de Pordre le plus élevé (¢}, il résulte de ce qui précede
que le module de cette expression croitra de O, pour

. . AY Jox - .
G = o, jusqua TV g pour G = 0, qu’il conti-
nuera & croitre pour des valeurs décroissantes de &
. 4 /?/7: oxH
usqu'a 2,3412 —‘ -, pour G = —1.21'2\ * et
Jusq s 4 H’ p et / p ’

que, par des variations périodiques décroissantes, il at-
teindra enfin le double de la valeur correspondant & G = 0.

4. Cas de a trés grand. ouvement sur Uaxe principal.

De méme que dans le chapitre précédent, « est con-
sidéré ici comme un nombre trés grand, et nous cher-
cherons & déterminer le mouvement de la lumitre en
négligeant seulement les grandeurs d’un ordre inférieur
& Tunite.

Nous essaierons d'abord de déterminer ce mouvenient
dans le voisinage du centre de la sphére, en regardant o
qui est’ la distance du point considéré au centre, mesurée

2 . s
avec o— comme unité de longueur, comme un nombre £rés

~ai

petit par rapport & « et & /. Sous cette condition, v, (),
déterminé par la série (22), deviendra trés petit si # se
rapproche de g, et ¢’est pourquoi les termes de la série (31),
en ce qui concerne I’ et §', n'acquierent de l'importance
que pour les valeurs inféricures de n. Dans les expres-
sions que les équations (34) donnent pour 4, el &,, on
pourra donc aussi, d’aprés (23) et (25), poser

Z"n(a) == Sin ((l_ ié“f) L] 'v"(”") = SIH (U',_ ?)’

)

wa(a) = cos<a—— - )

-

A

19|

T 30 dpsm n(n+1)
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On obtient ainsi

‘ N
3'211+1 = kZZn _ l; = 6a"ﬁ——7’1
cosa'-+iNsina 60
. S N (60)
Son == k"”-H = §, = eaz—Tf__'-
2 Ncosd+ising

Les séries (31) deviennent alors

.cos¢g d \ 2n41 ("D p one .
-l-ﬂ'_dga ‘ 7——t(n+1)e( z-)[( n(€0s @) + Py (—cosg)) &,

—+ (Pr(cos ) — P (—cosg))si] va(a'),
Mg LN I SN (P cosg) + Pa—cosg)

- (Pr(cos ) — Py (—cosp)) k] va(a’).
On peut sommer ces séries a 'aide des équations (26)* *NoTE 2s.

et (27), ce qui donne

. COS¢ . . . oo ,
¢ a—(’:(s)m—_g_w ¢ [(—sina'cos g +sin (a'cos ) &, +7 (-- cosa’+ cos (a'cos ) s7],

LLUApY [(~sina@’cos g +sin (a'cos @) 8, +7(—cosa'+cos(a'cos p)) k7.

T dsing

En substituant ces valeurs dans les équations (18) et en
posant pour abréger -
Fi(—isin (¢’ cos p) k, - cos (@' cos @) ) = @Q,
il vient
& — singeos¢Q, 7 = cospcosgQ, = —singQ.

On en déduits les composantes par rapport aux

axes fixes ’
E’=09 77’=Q1 C'=O-

En remplacant Q par sa valeur, on obtient par une

petite transformation
k k—s

/_I+sl
I — gikt—a’cos@)i o 3 0 ___ plkt+a’cos )i "0 5 L (61)

7




K=
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Le sens physique de ce résultat ressort plus distinet si
on développe en séric les valeurs (60) de &) et de s,
aprés avoir exprimé cosd’ et sing' sous une forme ex-
ponentiel]e, ce qui donne

J
\e(a——("m«'—l‘ ’)z S — 2N <1_N

QN (N—1
( NF1 (Y

N1 N1/
oll m passe par la série des nombres entiers depuis 0
jusqu’'a . On obtient ainsi

g 2N ( N—1 ) p(kt— a’cos P-f-a—(am-+1)0r)i

7= NF1 N+1
2N (N—l B et oos g o m8) @) (62)
NEF1 N+1

Le mouvement de la lumitre dans le voisinage du
centre est ainsi représenté par une somme de vibrations
qui sont paralleles & celles des rayons incidents, et ap-
partiennent & deux groupes de rayons dont l'un, ayant
la méme direction que les rayons incidents, est réfléchi
un nombre pair de fois ou pas du tout par la surface
interne de la sphére, pendant que l'autre se dirige en
sens contraire aprés un nombre impair de réflexions.
A Tentrée des rayons dans la sphére, Pamplitude est
changée dans le rapport de 14- N & 2N et, apres chaque
réflexion, dans celui de 14+ N a 1—N, tandis que la
phase correspond au chemin optique parcourun, résultats
qui s'accordent avec ceux auxquels on arrive par la
méthode élémentaire, lorsque les deux surfaces réfrin-
gentes sont considérées comme planes et perpendiculaires
aux rayons incidents.

Si le point considéré #’est pas fres prés du centre,
il faut avoir égard, dans les séries, aux termes qui

)e(a (em k1@
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correspondent & de trés grandes valeurs de n. Clest
pourquoi il sera d’abord nécessaire de chercher des
développements convenables pour les fonctions », et w,.

On a identiquement

—— . v, — v
v, = Vol-awl sinarctg —=, w, = Vo2 4wl cosarctg =
s, " ©aw,’

ou en posant

Vn
Un+Wa = ¢u, arctgc—g— = Zn,
n

Vn = V@usSiNdn, 104 = VqnCOSy. (63)
A Taide de I'équation
WoVp— Wty — 1,

on obtient en outre, en désignant la variable par q,

din 1
P (64)
d’ou l'on tire par intégration, 2, — a—n—; correspondant
Aaa = w, <
nw % (1 ’ ~
=" —Siia(%—l) (65)

Les séries fournies par (23) et (25) pour v, et w,
donnent

14 7z(n—Ll) 1

1)n(n+1) (n+2) 1 3
o

s+

. (66)* = NOTE 24,

Si @ est un nombre trés grand de I'ordre de o, et que
toutes les grandeurs de 'ordre de «—* ou d'un ordre inférieur
puissent étre négligées par rapport a celles du méme ordre
que P'unité, on pourra, par la sommation de la série (66),
obtenir I'expression suivante de ¢, pour toutes les valeurs

de » jusqu’a une certaine limite inférieure & a, et ou la
28
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différence @« — (n—+ 1) peut encore étre rapportée a
Pordre de «,

* NOTE 25. Gn == VA T a>n—+3.% 67)

En substitnant cette expression de ¢, dans (65), ou
elle doit rester valable pour tous les éléments de I'inté-
grale, on trouve par Pintégration

———— n4-1
lo = V&—(n-+1y— ;_;_(n—_fz)alcwn —

(63)
A g, et & 2, sera ajoutée plus loin la variable, qui,
pour abréger, a été omise ici.

Tant que l'équation (67) est applicable, les coeffi-
cients différentiels de gn(«) et de q.(a') par rapport a ¢
et & « peuvent étre négligés par rapport aux grandeurs de

* NOTE 2. ordre de o°*, comme q.(«) et g.(«'). Sinous revenons

maintenant aux équations différentielles (33) et (34) et
si nous introduisons pour abréger les notations

 Ngu(@)—gala) _ b 2N0(a) 4u(o) (Na () — (@)™ _

g - Yn, G 5 —_— [n,m R
Nga(@')+n(2) T (V@) T qal@))™ b
@) =Ngu() _ - 2NG(@) () (@) =N _
jn(a H‘N(In(a) ’ (Qn(’l ) _Nqn(a))m-’f-" 7y

2NV gu(e@) ga(2) (Nga(a) — q,,(a))'" — 3
(NQn(// ) + qn(a))m—H Fnymy
Nvfln(/t) ([(,_(_ff )»(l[_,,f// )—-L\([_, (_//))”' _
(Qn (Il') + Nq"(a))rlz+1 Ta,m s

on pourra exprimer les coefficients par des fractions
qui se laissent développer dans les séries convergentes

* NOTE 21. suivantes™®:
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2%k, — —1—b, ei)n(a)z_{f?’vab me‘l(ln(a)—(m+l)ln(a'))i,
m=9
95, = —1—e¢, 2@ 4'j‘=°§ - 2 0n(@) —(m + 1) 2nf@))i
m=10
o (69)
k’” — ‘,/9 me()n a) — (Qm-*—l)lu(a))
m=1
< ;’;n . eln(@) — (@m 1) Jnje)) i

m=0

Passant ensuite & la sommation des séries (31),
nous nous bornerons, dans ce chapitre, au cas ou le
point considéré est situé sur Uaxe des x (Vawe principal).
Il est & remarquer que, pour cosg = 1, on a

dP,(cosg)  d'P,(cosp)  n(n+1)
singde d¢* T 2
et pour cos o = —1
dP,(cosy) _ 4@ *P, (cos o) (— 1) n(n-+1)
singdg T dg T 9

Si maintenant on introduit dans (17) les développe-
ments de K et de S et dans (18) ceux de K’ et de &,
et qu'on détermine ensuite les composantes par rapport
aux axes fixes 4 l'aide des équations

= cosgpé—singy,
= sinpcosg&-cospeosdy —sing C,

— singsing £-4-cospsingy--cosgE,

Sy W Iy

et des équations correspondantes pour un point intérieur,
on trouvera (ue les vibrations, sur I'axe principal, vont
partout dans la direction de laxe des y, ce qui est
aussi une conséquence directe de la symétrie du mouve-

ment de la lumiére par rapport au plan des zy, et que
28* :
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les vibrations a Pextérieur et i Tintérieur de la sphoére
seront dcéterminées par

(lZJ_.(I)‘l n— 1, “—"()' 1. ’ ’ . .
-+ E —_—z (;.-/Z',,(r,,((/)+u~n(u)1)-:--.s-,,(zr,z(ﬂ)'—zl',,(un)),l

nwT

et G T
g = S_ —',-1(>( + ?)I(Tlﬁnz; 'V &),

et «

(70)

le signe supérieur se rapportant au coté positif de P'axe
des «, et le signe inféricur au coté négatif.

Les fonctions de » qui entrent dans ces expressions
peuvent étre développdes suivant les puissances de n-Lti
en séries qui restent convergentes jusqua une certaine
limite = »,, jusqu’a laquelle nous effectucrons d’abord
les sommations indiquées. Clest ainsi que lexpression
de Z,(a) dans (68) peut otre développée dans la série
suivante

72,. (:1«'—%-)2_1 \ .

@ 2 34 2.4

u(a) =

Pour ¢, nous avons le développenient en série (66)
ety & Taide des dqualions (63), on oblient

Cal@) e, (a)i = PV, (@) el

et en ndgligeant ¢, (a), en vertu de (6%4),

Uh(a) (@) = .l

Vaul)
Nous considérerons maintenant part les différents
termes dont se composent les équations (69) qui definis-
sent les coefficients, et nous commencerons par poser

2k, = —1, 25, = —1.

La premicre équation (70) donnera alors

ny L1 —am 3
_ Fai_; N 'f"‘.z( V@ ) T i
7 E 50 \Voia )+ 2+(2)

En y remplacant J,(a) par la série (71), on voit que
nw ,__ .

I'exposant renfermera le terme —0'—(—;—1—{-1). Si I'on
-

prend le signe inférieur, ce terme se réduit a nsx et,

d’aprés ce qui a été exposé dans le chapitre précédent,

la somme devient nulle. Par conséquent, on aura pour

le coté négatif de Taxe des x
.9 —_ e(kl-;—a)i.
Mais si I'on prend le signe supérieur, la somme, en

posant #--4 = 2, peut étre changée en une intégrale
de la forme (51), et on obtient par comparaison

o by a
= — A = —_— @ = — =
A oo Fa kt—a, @ 3y

tandis que, d’apreés (52), I'intégrale devient égale a

_ e(l.‘t-— a- g) z'.

On a done pour le edté positif de I'axe des z

v—ayi . (—a+Z)s .
? — 6‘(“ a)!—‘{"te( 2) — O.

La partie du mouvement qui est représentée ici n'est
done pas autre chose que le mouvement du rayon central
incident jusqu'au point ou il rencontre la sphere.

Si on considére ensuite le deuxiéme terme des deux
premiéres équations (69) et qu'on pose

2k = — b, 2@ 9g — ¢, e2Aala)i,
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la somme qui figure dans la premicre équation (70)

renfermera l'exposant

(kt_(/+2a L UE (—1_1)L(" - 2 (_1_% %) —)1

a ¢

Avec le signe supérieur, la somme doit ici devenir
nulle, tandis qu’avec le signe inférieur, elle powrra comme
auparavant ¢étre changée en une intégrale de la forme (51),
et on obtiendra par comparaison

N—1g. . « i 2
A= "5— ~i, Ia=kt—aLt%2u, ¢ = Sl—===)
—1u ‘ 9 [
Drapres (52), Pintégrale sera done Ceale @
T
N—1 1 e(L't—avL2(1)1' (72)

'NH'*(”’ i 9“)
| —=——=
a [/4

Cette partie da mouvement correspond au rayon
central réfléchi par la surface antérieure de Ia sphore,
et le résultat est le méme que cclui qui peut étre obtenu
par la voie élémentaire, la phase ¢tant déterminde par
le chemin opligue pavcourn, el Tamplilude, apres Ia

s . ] . N—1 . N
réflexion, ¢tant dgale & — NId sur la surface méme
de la spheére, par conséquent & la distance o (les di-

A
stances mesurées avec ;- comme unité de longueur) du

foyer virtuel des rayons centraux, et devant ensuile deé-

croitre dans le méme rapport que le point considéré
" s’éloigne de ce foyer.

Considére-t-on enfin dans les équations (69) le terme

aqui correspond A

k,, = ])", m 02(}_72(a)—(7u+1)}~"(a’))i’ S = Cum (!2(275(“}“ (112-.‘-1)/1,,(&')}1‘,

le mouvement sera déterminé par

7y
; n-l /n(a)+2)n(a)—(2m+2)Jn(a') i
 — ( n m Cn,m(ln(a))?( ).
a an(a)

m!

Développé suivant les puissances de n--1, cet ex-
posant deviendra

(l"z‘——a—}Qa—-(c’ m--2)a' - Q— F1+2m-t-1)

9
1 A__Qm—{—Q)_!_m i
a '« o !

La somme sera nulle & moins qu’on n'ait
F1L2m+1 = 4p,

c'est-d-dire & moins que s ne soit un nombre pair
quand le point est situé sur le coté positif de I'axe des
a, ct un nombre impair quand il est situé sur le coté
négatif. Cela posé, la somme peut étre changée en une
intégrale de Ia forme (51) et on obtient par comparaison
.o AN(1—DNy»

*A =1

@ AL Ve = 0, * NOTE 2.

7 1 2 92m1-2
Fg ==kt —a+2¢—(2m-+-2)d, G==—(——-—J,————,—).
2 ¢ ' a a
s 9  9p_L9 5 9 9;;L9
e 1,2 2mi?2 =2 _i_;__‘__”'"_l“ .
94 rt:! i a3 ,ll'o‘ 1 80 (.[5 i aS aVS

Drapres (52), qui suppose que & west pas tres petit,
le résultat de lintégration sera

_AN(A—=N 1 _ (—at2a—@EmLt2ani
(1 L Nym+2 af L. 2 2m+2 )
« ' u o
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Ce résultat peut dégalement ¢tre obtenu par la voie
¢lémentaire.  Quon imagine un faisceau cylindrique de
rayons ceniraux, de diametre I, pénétrant dans la sphere.
Apres m réflexions intérieures, ce faisceau sortira de la

. o @mtEdDe—d L
sphere avee le diameétre ~=——-—""——"-, et sc¢ reéunira
[/4

ensuite en un foyer réel ou virtuel. Si ce foyer est a

une distance «, du centre, le diametre du faisceau @ la

. a,—a (2m-+2o—d .
distance @ sera G (2 —f'——,)v——dm—, Or la distance
a,—u A

focale «, est délermince par — ¢
et Pamplitude des vibrations, qui, {111)1’{*57 les ane_réflexions
et deux réfractions, cst devenue ( 1::~,-)m,—!b-‘\—,., sera
T=N) (TN
augmentée dans le méme rapport que le diamctre du
faisceau a diminué. Si de plus la phase est déterminée
par le chemin optique parcouru, on voit que le résultat
est exactement le méme que celui qui a été trouvé plus haut.
Par contre, on ne peut procéder ainsi pour déter-
miner le mouvement aux foyers eux-mémes. Ceux-ci
sont déterminés par léquation G = 0, & laquelle se
rattache la condition 2N >2m 25 N, correspondant &
()<(17 2%, par ol I'on voit qua NZ 1 ne correspond
aucun foyer réel, & 1< N2 un seul foyer, etc.
A G =0 correspond I'équation (53), (ui, avee les valeurs
trouvées plus haut de A, B, H et I, donne Pexpression
suivante pour le mouvement au foyer considére

AN(I—N)" ' G ' (I‘a ;) i
o ||/ e
“(—atz—=r)
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1l résulte de Pexpression de @ que, si, d’un point
extérieur, nous nous rapprochons de la sphére le long
de P'axe principal et passons par un foyer, la valeur de G
de positive deviendra négative en passant par 0. On
voit par l1a que l'amplitude, conformément & ce qui a
été exposé a la fin du chapitre précédent, croit rapide-
ment pendant ce rapprochement, depuis une valeur trés
petite dans le voisinage du foyer jusqu'a la valeur de
Pordre de of déterminée plus haut pour le foyer, et que,
continuant encore 2 croitre, elle atteint par des variations
périodiques une valeur double de celle quelle avait au
foyer. Au deli de ce point, P'axe est rencontré par
d’autre rayons situés en dehors des rayons centraux et
dont Paction sera déterminée plus loin. Une détermina-
tion plus précise du mouvement de la lumiere dans le
voisinage du foyer résulte de (56) et de l'aper¢u donné
ensuite de la valeur de lintégrale Q (57).

Comme cxemple, je supposerai m — 0, le rayon
de la sphére — 1°, lindice de réfraction = 15, et la
longueur d’onde de la lumiére incidente — 0mm™,0005.
On aura alors

a = 400007, o« = lpu, ¢« = 15z, N = Ls5.

Ces valeurs substituées dans (74) donnent pour
résultal

T

T

F -5 .
—4—67,2% e( “ 4)l+ ]’50 efai

On voit ainsi que le deuxiéme terme n’a qu'une im-
portance médiocre, et que l'intensité, qui est propor-
tionnelle au carré de Pamplitude, est irés considérable
a ce foyer, a savoir 217311 fois plus grande que
Iintensité de la lumiére incidepte. Pour une sphére
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ayant le méme indice de réfraction et un rayon double,
Pintensité serait, & tres peu pres, deux fois plus grande.

. . . A
A une petite distance 4 (mesurée avec 5= comme

27
~

~
wnilé de longueur) du foyer, on auwra ¢ = — 94 ol s
I'intensité a atteint en ce point son premier maximura.
on tirera de la valeur de G donnée a la fin du chapitre
précédent ¢ = 1047, correspondant & Owmmps3s, En
ce point, Fintensité s’¢lévera & 1191200, car elle est ici
5,4814 fois plus grande qu’au foyer.

Le caleul de la partic du mouvement de la lumidére
qui a liew sur l'axe en dedans de la sphere, et qui
procéde des rayons centraux, peut se faire d'une manicre
analogue en partant de la seconde c¢quation (70). La
somme & calculer, en prenant isolément le terme géndral
des sommes données dans (69) pour i, et &, sera

n

1 Nt (
2 e

1

( Ccos 271((1,) ‘1911, m

“+ 9a (@) SIN 7 (&) 70, m) €

Si, dans celte expression, on donne & cosZ,(«') ct i

sin Z,(«¢") la forme exponenticlle, et qu'on développe ensuite
toutes les fonctions 7, suivant Ia formule (71), les cocl-

. Nz . .
ficients de T;r dans les exposants de ¢ deviendront

14221 el 12— 1

Cest senlement lorsque ces coefficients sont nuls ou
égaux a un multiple de 4 que la sonune nest pas nulle,
et cela n'aura lien que ¢7ils peuvent étre rapportés &

* NOTE 29. la forme*
A== L 2m.

Dans ce cas, on powra donner & la somme la forme

(kt;:;"—:;_‘-q_ () —(2 mu),jn(a'))i
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de Tintégrale (51) et, par comparaison avec celle-ci,

obtenir
.o AN(N—1)»
A= Eowrye B0

— 1) 9 \
Fo = MF(—)d+a—Q@m-+1)d, G — ﬁ(i(—,”—#——""—f”),

2 a " a a
_ ’L/I =, 1 2mt1 _ A== 1 2m—+-1
H 24( i e + a:x a8 )v -[ ) -+ a’s 1 aa als .

Si G n'est pas trés petit, le résultat de I'intégration
sera d’apres (52)

;?—_ QN(*\T“ 1)"1 1 : e(u:(~ M+ o —(2m+1) af)i
NL Qe (—Dy 1 Qm-L 1y :
1) {,,(+< o, T2 )
« 173 73

Mais si G = 0, on aura d'apres (55)

N1y 6= (ra=5)s
i (1\3%— 1)m+1 / ’2(_‘- (_1)m . 1 Qm—!—-l)e ’
O T
a [/4 a
—_1\m Qm L
18 ;%&L+%_%;J F
< “at ]
—E '<_,_ (=0 1 Qm—{—l‘ze - (76)
(8 Bl WL T -T)
a a o

Comme on doit avoir ' Z o/, on voit que I'équation
G = 0 n’est pas possible pour N—1<2m-L1< N1,
tandis que I'équation pourra ¢tre satisfaite par toutes les
autres valeurs de m, en prenant I'un ou 'autre des deux
signes qui entrent dans T'expression ci-dessus de G.

Si, dans (75), on regarde o' comme infiniment petit
et qu’on remplace m par 2m et 2m--1, le résultat corres-
pondra & celui qui a été trouvé dans (62), oit le mouve-
ment dans le voisinage du centre a été déterminé par
une autre voie.
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Nous continuerons maintenant la sommation des

séries (70) de n = n, & # = u,,

: n, ¢étant la limite su- {

péricure de » qui satisfait & la condition de application
des formules (67) et (68) aux fonctions ¢, et 1, Les
séries prendront ainsi la forme indiquée dans (33), et en
posant également ici n = v--2, oll v et z sont considérés
comme des nombres entiers, nous introduirons les no-

tations suivantes
“NOTE 0. v—-% = asinfd = o'sinf = using = «'siny* (77)

ot les quatre angles 4, #, # et # sont compris entre 0

B

et = et supposés n’étre pas treés voisins de ces deux limites.

Lol

Il résulte de (G7) que
L = cosfq,(a) = costl q (o) = cosdq,(u) = cosdy (). (78)
Les coefficients b, b, ,, cte., scront alors déterminds par

Ncos#—cos#
7 Ncosf-Lcost”’

(NcosH—cosH)n
(Ncosf -+ cos f)m+2’

(cosl—NcosH)ym

bym — 2NcosHcosd -

cosfd— NcosH'

L b 2
Ia) = (a)—(ﬂ——) SR -

C,m = 2NcosHcost -

(cosd — Ncos#yr2’

(Ncosld —cosd') ;

e i

P Yp—
=

cosf -+ Ncos#'’

— 7 } p—
wm = 2NV cosfeosy (Ncosh - cosym+1”

(cosf— Ncost/)"

(cost -~ Ncosfyn+i-

rm — 2 NVcosfeosH' -

Les coefficients correspondants b,, bn, ., cte., pour-
ront ¢tre développds en séries suivant les puissances de
z, telles, par exemple, que

bn == b'/_l—

1 db, I db ),_
(r/co\d df} " dcosd db

On a également d’apres (68)

447

(@) = acost—7 +(v-+1)8,

sing2®

(14-2sin’4) 2*
6u*cos’d +

24 &* cos®# T

et I'on obtient de la méme maniére les développements
correspondants de Z.(d), Za(@), A(c).

De méme qu’auparavant, nous considérerons mainte-
nant & part les différents termes des développements (69)
de I, et de s,, et nous commencerons par supposer que

2k, = —1, 28, = — 1

La somme z (70), prise de n = n, & n = n,, ren-

fermera dans cette hypothése Iexposant

(+g_ﬂ+g)z+ )7

=

B

O

|8
I

Z

(Af—,: i —-/,,(a))

Le coefficient de z ne pouvant étre ici ni nul ni
trés petit, la somme, dans ce cas, sera donc nulle.

(k,zsjt ”C;

Si 'on suppose ensuite que

2 Jn(a)i
. € )n(a)l’

la somme renfermera 'exposant
(Af:l“—Aﬂ(a) 12, (a))

9
et ne pourra non plus étre nul ni trés petit, 20—¢ de-
vant étre plus petit que = et en méme temps plus grand
que 0, parce qu'on doit avoir §>¢. La somme sera
donc aussi nulle dans ce cas.

oit le coefficient de zi deviendra :Fg—— <z‘}——) 12 (ﬁ_’:‘)’

Si I'on pose enfin

9 (2ala) — (m+1) dnla’)) i 2Cnla)—(m 1) dnfa))i
b

kﬂ = ])n,m(f Sp == Cﬂ,m 3
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la somme renfermera I'exposant
(/,-z,I”T_;" — 2 @) 2 2a() — (20— -_7);.,,(4'))4'
coefficient de =/ deviendra

ou le

@m-= 1T —9L20— Qw4 — (.

19 2

Si maintenant on suppose, comme dans (41), que
G = 2pz, la somme sera changée en une intégrale de
la forme (42), dont les coefficients seront

. sin ¥ 7%}
d =i—= (d=cosdb,, ,, + Com)y B = =,
Veos cy

kt+(v +v.1,)G—1,;— @m+1x1)—acos§+2gc088-(2m+2) o cos @,

7 1 2 Qm+2 1 fe .o i

S\ T s g i T o ) = s (g 8+ 2t — (2 D) to

2( wcosd  qcos#  o'cosh :’smﬂ( ° =00 ) © ),
1 5 ,

= (1 I+ 2P - P+ Nty

‘Ssin‘lb‘( tg* 4 tg’y ( ) tg*f )7

4:?67/ + Wln“ﬂ (-1’3 +2tg° I~ (2m+2) tg* ).

Comme y est un nombre entier, on powra aussi,
dans Fo, remplacer e terme (v DG par pz, siola
condition ¢ = 2px est satisfaite.

Le résultat de lintégration sera alors donng par la
formule (43) et, si I'on a H = 0, par (50), ou plus gdé-
néralement, si G —2pz n'est pas nul mais tros petit,
par (49).

Les résultats, en ce qui concerne un point intérieur,
pourront aussi étre déterminds par les mémes formules
en partant de la seconde équation (70), qui conduit
pour les coefficients aux valeurs suivantes:

Fo

H

iie

I
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sin o4
A =l (oS Y By m— () 7o m), B — EvE
' Veos (= # &7ua) Kz
G = '—“(Qm—~(i)I,Il)+(i)3'+ﬂ*(2”l+l)ﬂ”

Lo/

kt+(v+1)G— g(i) m—(E DFD+(+) d'cos '+ acosf—(2m+1) o'cos ',
1 , v )
Geng (DY +1gd—2m-L gy,

!
Gemtp (D WH+HF0—2m-+ Dig'g),

Ty wers (DI @nt ige).

Les signes entre parenthéses (&) sont partout pris
pareillement soit pour - soit pour — ef sont déterminés
d'une maniére plus précise par la condition que G—2pxz
doit &tre nul ou tres petit.

Si nous nous représentons le mouvenient ainsi cal-
culé de la lumiére sur Paxe principal, produit par Ia
réfraction et la réflexion intérieure de rayons luminenx,
ces rayons correspondront & tous ceux qui rencontrent
la sphére a une distance v~ de l'axe principal. L’angle
dincidence correspondra 2 6, Tangle de réfraction a &,
tandis que # ot # seront les angles aigus sous lesquels
les rayons rencontrent I'axe principal au point ¢ hors
de la sphére ou au point ¢’ en dedans de celle-ci. Apres
m réflexions intérieures, un rayon incident aura dévié

de Pangle
dn = mz 420 —(2m - 29
$’il est sorti de la sphere, et de Pangle
dn = mz4-0—Qm-L e

il n’en est pas sorti.
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Pour un point extérieur, la condition G = 2pz
pourra done aussi, dapres la valeur de ¢ donnde pius
haut, étre exprimée par

dn = $--@p—3Ld-9H=,
équation qui exprime que les rayons ont dévi¢ de I'angle
# augmenté soit d'un nombre entier de circonfcrences,
lorsqu'on prend le signe supéricur ct que Faxe des
est coupé sur son coté positif, soit d'un nombre impair
de demi-circonfirences, lorsqu’on prend le signe infériear
et que laxe des a est coupé sur son coté négatif.

Pour un point intérieur, la condition G — 2p=z
correspondra soit a

dy = —#=@p iy,
dy = $4+@p—iE7.

soit &

Le dernier cas correspond au précédent, ou linter-
section des rayons et de l'axe principal avait lieu hors
de la sphére; le premier se présente lorsque les rayons
coupent le coté positif ou le coté négatif de Paxe des .
suivant qu’ils ont dévié d’un nombre entier de circon-
férences augmenté de Pangle obtus = — &, ou d'un nombre
impair de demi-circonférences augmenté du méme angle,
ce qui ne peut avoir lien pour les intersections hors de
la sphere.

On voit par ce qui précéde quen général tous les
cas ot un des rayons ui, cn dehors des rayons cen-
traux, sont tomhés sur la sphere et ont subi s réflexions,
peut couper 'axe en un point, sont compris dans la
condition G = 2p=.

pour un point, G—2pz west pas nul, mais
est une quantité tres petite, ce point n'est pas rencontré

A‘/;—;e

H
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directement par les rayons rectilignes réfractés, mais
seulement par les rayons infléchis qui interférent.

Il a été dit plus haut que, si, d’'un point extérieur,
nous nous rapprochons de la sphére le long de l'axe
principal, nous rencontrerons, peu aprés avoir dépassé
un des foyers des rayons centraux, une amplitude deux
fois plus grande que l'amplitude au foyer. En partant
de la, on peut maintenant pousser plus loin la déter-

mination du mouvement de la lumiére a Paide des ré-.

sultats obtenus ci-dessus pour un point extérieur. En
supposant ces angles trés petits, nous aurons

—~3-+20—-(2m+2)¢ = 0, et 2m—+ 151 = me de 4;

par conséquent m est pair ou impair suivant qu'on prend
le signe supérieur ou le signe inférieur.
On trouve en outre

. Ny
4 — zMN(%;A%QTg, Fo—

el en développant en série

kt—a—+2a—2m-+92)d,

H = o #20— @m -9,

Le résultat donné par (43) deviendra donc

(Fa+‘;)f_ oy (1_N)m babz
= ¢ AN 1_J_N)m+"\/ y”+203—(27n+2)5'3e

Si maintenant on remarque que, les angles étant
supposés trés petits, on aura d’apreés (77) af = «'¢' = ad,
il en résulte que l'expression ci-dessus sera précisé-
ment le double du résultat trouvé pour le mouvement
au foyer, tel qu’il est déterminé par I'équation (74).
Le sccond terme peu important de cette derniére for-

29

=y,
Fa+?)z

.



mule a ici été laissé de coté. On voit par la que les
résultats obtenus conviennent également & des angles
assez petits pour que les formules déduites plus haut
pour les rayons centraux leur soient directement appli-
cables. On peut en dire tout autant des points intérienrs.

Lorsque # ou # sc rapprochera de la limite supérieure

, H se rapprochera de - w pour un point tant exté-

1o 8

rieur qu'intérieur, et le résultat déterminé par (43) con-
vergera par conséquent vers 0. Lorsque, pour un point
intérieur, &' se rapprochera de :—;, 4 convergera vers

— ()i o H vers () — 1

et Fa vers

pep———

AVcosd T 9sinfcosdy

C’—%—(i)-z, la valeur de € étant
C = kti-+pr— E(Qm$l) —+ acosf— (2m—+1)d cosd.
La formule (43) devient par suite

‘oz (Fa+T)i s /um-2sinfcos ¢ (c+
A/ mdre o gy Ten | /ey

H 2 cos ¢
expression qui, soit qu'on prenne le signe supéricur ou
le signe inférieur, est ¢gale a

3romV92za sing ¢,

Si maintenant o est supposé étre un point pour
lequel & devient exactement égal a /7 et que 'un des
deux: signes (=) corresponde 20 an poinl lrés voisin
o'+, le signe contraire correspondra a un autre point
o' —h. Mais on voit par ce qui précede que le résultat
du caleul sera le méme pour ces deux points trés voi-
sins et qu'il est indépendant de leur distance au point
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@/, d’ou I'on peut conclure que les formules trouvées sont
. . . o s T
encore applicables dans le cas ot & atteint la limite ;—;

Les résultats exposés dans ce chapitre comprennent
ainsi tous les cas ou les rayons lumineux, aprés avoir
été réfléchis et réfractés un nombre queleconque de fois,
rencontrent I'axe principal soit directement, soit par in-
terférence dans le voisinage des foyers. Outre ces cas,
il peut aussi étre question de Iaction exercée par la
diffraction des rayons qui dépassent le contour de la sphére;
mais ces phénomenes de diffraction ne se produisent que
dans le voisinage du bord géométrique de I'ombre de
la sphére, et ils seront dans un autre chapitre P'objet
d’un examen plus détaillé.

Des développements qui précedent il ressort, comme
résultat général, que Tintensité lumineuse correspondant
au carré de Pamplitude varie beaucoup aux différents
points de I'axe prineipal, quelle est tantot une grandeur
du méme ordre que l'unité, c’est-a-dire que lintensité de
la lumiere incidente, tantdt une grandeur du méme ordre
que ¢ aux foyers des rayons centraux et sur les lignes
focales des autres rayons, et enfin aussi une grandeur de
Tordre de a8 & quelques-unes des extrémités des lighes
focales.  En ces derniers foyers, intensité, pour une
sphere dnfiniment grande, serait done plus grande qu’en
tout autre point de I'axe (comme aussi en dehors
de Taxe); mais en réalité, si nous nous maintenons
dans des limites pratiques, Tintensité en ces points est
toujours bien moindre qu’au premier foyer des rayons
centraux, correspondant & m = 0. Si nous prenons
comme exemple N = 1,5, un pareil foyer extérieur
ne se produira qu'aprés trois réflexions intérieures. En

posant m = 3, on trouve
20+
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= 73°39'16"6, 6 = 39°46'15"8, § — 9°%'2("8

correspondant & G = 2z ¢t & H = 0. Si l'on suppose
en outre ¢ = 40000z, la formule (50), en ne prenant
que le terme de lordre le plus élevé, donnera une am-

+xorr 31 plitude de 24,681* ct une intensité de 609,14, tandis que

Iintensité au premier foyer est, comme nous 'avons vu,
de 217311,
plus grande.

par conséquent un grand nombre de fois

5. Cas de o trés grand. Mouvement en dehors de Uawe
privcipal.
Pour la fonction sphérique P, (cose), on a la série
connue
1.3...2n—1)4 29
—y cosnr—l——
DR e Gt T

+( %); icob(n 4)90{—.--)-,

Po(cosp) = 2

1— cos(n—2)¢

série qui, pour » impair, se termine par le terme qui
renferme cose et, pour  pair, par un terme constant
dont on prend la moitié.

Nous supposerons maintenant ici que ¢ n'est ni nul
ni trés petit, et que » ost un nombre trés grand. La
sommation de la séric donnera alors, comme on sait,
Pexpression déja trouvée par Laplace

P.(cosg) = ‘/ (()l_l_l)sa._*)

On en déduit, en négligeant les grandeurs d’un ordre
inférieur, 'expression

T sin gp

dPn(cosg) / 2
e

sin ((n—}—-&)g—%).

Tsing

PO SV 0.
7'1151115_/)

_;sing E ‘/97”(“) ((n_l_
O Tusing '

+

™"
|
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Substituons cette valeur dans les séries (31). Le
point considéré étant supposé situé en dehors de I'axe
principal, il ne pourra étre rencontré par les rayons cen-
traux, qui correspondent & n<Cn,, et cest pourquoi on
wa besoin de faire les sommations que de n — n, A
n = . Les séries pourront ainsi étre exprimées par

)e(u—'—'zf—zn(a)) o

Silip,

in((n-+4)p—

»mlhi

1Ol

Z8n,

R

Do—

) e(kt— T —Inl@) A

3

De—73 L) sin 2u(a') 2k},

Z-C_Os¢ E ‘ 9‘_7"(0) ((n
a —rnsmgp .
7'1
sin ¢ § !
o ‘
ny

Nous nous bornerons, dans ce chapitre, & effectuer
ces sommations jusqu'a n = n,, cest-a-dire jusqu’a la
limite la plus haute de » au-dessous de laquelle les fonc-
tions ¢, et 2, se laissent exprimer par les formules 67)
et (68).

Des scries K et S nous prenons,
conme dans le chapitre précédent,
dant &

/ 24a(e) 3)

7 nsin

en procédant
la partie correspon-

2k, = —1, 28, = —1.

Les termes dont elles se composent renfermeront
les deux exposants

(kt—%‘—z (@) = ((n+ 2 )gp—g))i.

\ {kE— ¢
sm((n—}—%);p—g)e( 27 sinl(a') 25,

(79)
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En y posant » = vz, les coefficients de zi de-
viennent par le développement suivant les puissances de z

G = —dt¢,

ou Tangle & est compris entre 0 et '5 et Tangle ¢ entre

2

0 et 7, sans quil atteignent ces limites. La condition
= 2pr ne pourra donc &tre satisfaite que pour p = 0

et § = ¢. Cela posé, la somme peut éire changée en

une intégrale de la forme (42), d’aprés laquelle on obtient

par comparaison pour la série K

4 cosd 2 B cos ¢

2ai ¥ zacosdsindsing asingV2racose’

T a
Fa—-ktfacos‘p—z, H = ~Jacosg
Le résultat de I'intégration déterminé par (43) devient

cos ¢
asing

s — Vi
p(ks —acos ¢ )f'

en supposant, a cause de I'équation & = ¢, qu'on a
. T . .
asing<<a et 0<<@<5. Dans le cas contraire, le ré-

sultat devient nul.
On trouve d’une maniére analogue pour la série S

i S0 sy,
asing
En substitnant ces deux valeurs de K et de S dans
les équations (17), et en négligeant les termes d’un ordre
inférieur & 'unité, on obtient pour la partie correspon-
dante des composantes &, 7.,

& — —singcosgelt—acesP)i 5, — _cosgcosgelt—acos)i,
E‘e — Sin¢e(l't~acos{ﬂ)i’
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valeurs qui, on le voit, sont égales aux expressions des
composantes de la lumiére incidente données par les
équations (13) avec des signes contraires. Ce résultat
indique ainsi seulement que, lorsqu'on ne tient pas
compte des rayons réfléchis et réfractés et, par consé-
quent, que la sphére est considérée comme étant entiere-
ment noire et opaque, il régnera derriere la sphére
éclairée une obscurité complete en dehors de I’axe prin-
cipal, et jusqu’a une certaine distance de ce dernier.
Nous avons vu dans le chapitre précédent que tel est
aussi le cas méme pour l'axe principal.

Nous considérons ensuite le terme des deux pre-
miéres équations (69) qui correspond a *

9k, = —Dbye2hal@i 2g, — — ¢, 2%la)i,

Ces valeurs substituées dans les séries K et S donne-
ront des termes avec les deux exposants

(kt _ %{f_ (@) +2 ln(a)—_i-:(("‘f"%)?_g))i'

o1, par le développement suivant les puissances de z,
le coefficient de zi devient

G = —a—8+204-0.
Comme on doit avoir §>> 4, correspondant & a >a, la

condition G — 2pz ne peut étre satisfaite que par
p = 0 et en prenant le signe supérieur. On a done

G =—7—8+20+4¢9 — 0.

Pour la somme K, on obtient ensuite, par com-
paraison avec l'intégrale (42), les coefficients



* NOTE 32.

* NOTE 33.

A= e

, —tgd1- 2tz h

P = Fef 9 il S ek
Fog = [t acosz?—[—-r/.cosﬁ—{—4, H S5ind
La valeur de lintégrale déterminée par (43) devient alors

— COSGMV e(l‘t—acos&-’-zacosﬁ)i'
alcosdsing (—tgd 1 2tgh)

On trouve d’une maniére analogue

—isinge,

_ (kz—acosrﬂ—i—Zacosﬁ)i.
al/cosb‘singp(—tgﬂ—}—thﬂ)

S

En subStituant ces valeurs dans les équations (17) pour
la détermination des composantes du mouvement vibra-
toire, nous pouvons présenter quelques remarques d’une
portée plus générale. Lorsque les series (79) exprimant
K et S seront changées en intégrales, les exposants
seuls entreront en ligne de compte si I'on différentie par
rapport & « et & ¢, en négligeant toutes les grandeurs

d'un ordre inféricur.* Ces exposants ¢tant désignds par
Fai, on a
0Faq
=G = 2.
Ov 7

Tout muitiple de 277 pouvant étre supprimé dans I'expo-

sant, on aura, en prenant # pour variable indépendante au -

lieu de v, %F; = 0, d’ott il suit, si en méme temps «a
est variable, que

8 Fa = — cosd.*

da

En outre, ¢ doit entrer dans Fy de maniére que 'on ait
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0Fq
¢

— L (v+3) = J-asind* * NOTE st.

le signe correspondant a celui avec lequel ¢ entre

dans Fa.
On obtiendra ainsi en général

& =sin"$.aK, p.— J-sindcosd.aK, § — Fisind-al. (80)

En appliquant ces résultats au cas calculé plus haut, on

trouve _ _
&cosd—yp,sind = 0,
— — CO0S S!} by Sin 19 (kt—a cos 9+-2q cos )¢
sin & cosd = = 3
Sesindi -7, Veosdsing (—tgd | 2igh)
= sin gﬁ c, sin# (kt—a cos 9--2a cosf) ¢
se = —— )

Veosdsing(—tgd - 2tg )

Cette partie du mouvement de la lumiére correspond
au mouvement des rayons réfléchis par la surface anté-
rieure de la sphére, et les mémes résultats peuvent facile-
ment étre obtenus par la voie élémentaire. @ étant
Pangle d’incidence, & I'angle aigu que le rayon réfléchi
fait avec le rayon vecteur, la loi de la réflexion donnera
—7—834+20-+¢ = 0. Le rayon réfléchi a un foyer

~

. e . a . A .
Imaginaire a la distance g cosf (mesurée avec g, comme

unité de longueur) de I'élément réfléchissant de la sphére.
La distance du point considéré & cet élément est
acosd—acosh, et sa distance au foyer acosd—Lacosd.

Si le point considéré est sitné a la surface méme
de la sphére, on a & = § — T—¢, et, avec le sy-
steme d’axes que nous avons choisi, les composantes de
la lumiére incidente sont ici ‘

§ = singcosgC, 3, = cospcos¢gC, I — —singC,
O = ekt +acos )i :
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Dans le plan d'incidence, les vibrations sont done
représentées par

7,c080—&sing — —cosgC,

expression qui, d'aprés les lois de Fresnel, est changée
par la réflexion en
tg(6—0)
2T 7 05 O — y
(L) cos¢gC bycos ¢ C,
tandis que les vibrations perpendiculaires an plan d’inci-
dence deviennent aprés la réflexion
sin(d—§') . .
2singC = —e¢,sind
S (6L7) sing C e.sing C.

Dans le rayon réfléchi lintensité doit ensuite dé-
croitre dans le méme rapport que croit I'aire sur laquelle
la lumiére se répand, et Pamplitude, par conséquent,
proportionnellement & la racine carrée de cette aire.

Cette aire est, au point considéré, déterminée par

(acosﬂn—gcos H)Qdﬂ-asingodgb,

qui, pour @ = a, & quoi correspond § — f — T—¢,

devient
acosfdf-asinfdg.

Le rapport entre ces deux éléments est

a’sinf cosd - sin®#
(2acos# —acosb)asing cosdsing(—tgd+-2ig )’

a et ¢ étant éliminés par I'équation asing — gsiné.
On voit quon arrive ainsi exactement au méme
résultat qui a été trouvé plus haut.
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Si enfin on introduit dans les développements (79
de K et de S le terme général des deux premiéres
séries (69), a savoir

j— ,,,eQ (An{@) — (m + 1) An(a’)) i,
€2 (nle)—(m + 1) )i

Sn = Cp,m

les termes renfermeront les exposants
nmw ’ T\ .
(kt— o (@) +2 u(a)—(2m +2) /1,,(a’)i((ﬂ+§)¢—z))z.

En développant suivant les puissances de z, le coefficient
de z¢ deviendra

G = mr—3--20—(©2m+2)f+p.

L’angle dont le rayon incident a dévié aprés m ré-
flexions intérieures (p. 449) est ici mz +2 0—(9 m+2) 0 = A,
de sorte que I'équation peut aussi s’écrire @ — dn—38=+0.
On voit par la que la condition G — 2pz est remplie
quand l'angle d’incidence § est choisi de facon que le
rayon, aprés m réflexions intérieures, rencontre le point
considéré, et qu'on prenne le signe supérieur ou le signe
inférieur , suivant'que ce point et le rayon incident
sont situés du méme coté ou du cdté opposé de I'axe
principal.

Pour la somme K on obtient ensuite, par compa-
raison avec l'intégrale (42), le coefficient

2c05 by, m-.
o v L
aV2racosdsindsing = -

A = i

pour la somme S le coefficient

2singey, m

4= - > ’
“aV2racosdsinfsing
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et pour les deux sommes les coefficients

Fa = kt—acos9+24cos 0—(2m+2)d'cos '+ (p—1m Tz,

1 i/
H = E)—Sm(—tg:9+2tgﬂ—(2171+2) tgd'),

1 3 34
I = Fin—i';(—tg“#—}—ﬂtgﬁ——(i)m+9)tg0).

Le résultat est donné par la formule (43) et, dans
le cas ot H = 0, par la formule (49). Dans le premier
cas, le déplacement, dont les composantes sont déter-
minées par les équations (80), sera du méme ordre que
'unité, dans le second cas (H=0), qui représente toutes
les caustiques, de I'ordre de @, et Vintensité de Pordre de
as. Comme toutes les grandeurs d’un ordre inférieur i
l'unité ont partout été négligées dans ce calcul, on n’aura
donc ici & prendre que le premier terme de la formule (49).

Les conditions du mouvement de la lumiére dans
le voisinage des caustiques résultent des caleuls qui se
rattachent & la formule (49) et de la discussion qui les
accompagne (p.427). On voit par Ia que lorsque H
converge vers 0, c'est-a-dire lorsque nous nous rappro-
chons de la caustique du coté ofr les rayons rectilignes
réfractés et m fois réfléchis peuvent s'élendre (G = 2pm),
Pamplitude des vibrations ecroitra par un mouvement
périodique de Pordre de «° a I'ordre de ¢}, Le dernier et le
plus grand maximum est atteint avant que nous attei-
gnions la caustique elle-méme, aprés quoi Pamplitude
décroit jusqua la valeur déterminde par la formule (50)
et correspondant a la caustique (H = 0, @ — 2px).
L’amplitude décroit ensuite rapidement jusqu'a 0. Au
point maximum, tout prés de la caustique, I'amplitude
est 1,504, et l'intensité 2262 fois plus grande que sur
la caustique.

Luly) =
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La détermination de Yintensité de la lumidre sur la
caustique et dans son voisinage présentant un intérst
particulier, notamment par rapport a la théorie de Iare-
en-ciel, je mettrai les formules sous. une forme plus com-
mode pour le calenl numeérique. _

Désignons par I.(p) Vintensité des rayons réfléchis
m fois par la surface intérieure de la sphére au point
déterminé par ¢, ¢, a. L’amplitude est déterminée par
les équations (80); aprés quoi on trouve l'intensité, c’est-
a-dire le carré de Pamplitude, exprimée par

In(¢) = &’sin®8 ampl. (K*+-8°).

Daprés la formule générale (49), dont on ne prend
que le premier terme, on a

dad X 2¢08*¢ b, m
2 2 L Pm_
Ampl. I — 93 o4, on 4 d’an cos¥sinfsing’
: . " S . 2sin*¢ e
Ampl. § — o7 @4, 0w £ — @azcosBsinfsing”

Si la lumigre incidente n’est pas polarisée, comme
nous le supposerons dans ce qui suit, on obtiendra
intensité en la considérant comme la valeur moyenne
correspondant & toutes les valeurs de ¢ de 0 a 2.
Nous poserons done

oS’ P}, mt-sin’del, m = L (B2 m-tcm).

A Taide de cette expression et de la valeur de I donnée
plus haut, on obtient

dat @Psin® g (

7sing cos #sinf

6sin’g . )7(3’
—tg’4 -+ 2tg°0—(2m -+ 2)t’d

En introduisant deux nouvelles notations. p et 9y
déterminées par

bomtchm).

i
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g = pigd', NP = p,
on trouve
_ 9 » (Ncosf—cosd)m _ g, (I=p)"
boum Ncosgcosg (Vcosﬁ»l—cosﬂ)’"""’ - (1-Lpyn+2?
__ow , (cosf— Ncosf)m _ (1—p)™
Gy m 2N cosflcosh (cos -+ Ncos §'yn+2 2y (1-Lpyn+2-
Les angles #, # et & sont en méme temps déter-
minés par

cosd ==

sinf = Nsind =
de méme quon a

asingd = asinf, ol = 2zR, al = 2zr,

R étant le rayon de la sphére, » la distance du point

au centre, tous deux mesurés comme 1 avec une unité
de longueur arbitraire, et (voir p.427)

0 — a(:-):)n

Par ces substitutions, la formule de I'intensité peut
prendre la forme

w
Lnfg) ==

ng

ou C, est indépendant de ¢ et déterminé par

ms (@)

_ B 48pr(N*—1)
= (084}(1}—1)(0)(}!
p (L=pp" o (I—ppm )
X(p ( __'_p)vm-;A Iy )(1_’__27)2":—&-4)
pVYN—1

= 6= =

R(pP—Ny
DAY =R (p =) -

1)‘-’){‘

N
V’ ‘\ , g8 = 2(p—m—1)tgd,

)

Cn =

B ASpi(N'— )( R(y'—N; ) ( n (1—p'ym
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La quantité¢ W introduite dans la formule (a) est
déterminée par

W= g“cos 2 (0—pw)do,

ou u dépend de ¢ de la maniére suivante: on sup-
pose que ¢, est une valeur de ¢ correspondant i la
caustique et, par conséquent, déterminée par

G = mz—84-20—@m+2)0-Lg, = 2px,

ol p, est un nombre entier. Le signe de ¢,, qui est
compris entre 0 et z, est déterminé par I'équation méme.

En posant maintenant ¢ — ¢ ¢, on obtient
G—2pr — —0; mais d’aprés (46) on a
(I\s w\%
G--2pnw = ——a(?), ou ¢ =(§)‘u.

On obtient ainsi,
la valeur donnée de [,

. (n)i(‘——tg319+thsa—(gm+9)tg*0')%

en introduisant en méme temps

2 6 «’*sin*g
et avec les substitutions employées plus haut

\ F'—= 1)@ —4p—m—1—m—1) N¥)4
0 < i P 4182;22 S(An 1)3 (p ) (C)

Dans le cas ol a peut étre considéré comme infini-
0,p = m-1, de
sorte que les formules (b) et (c) se réduisent &

ment grand (Pare-en-ciel), on a § =

2 (=P o

0

=1 6 (r—ni) \P [y

s (F =1 =N
o=r ( SFp(N*—1)i )
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L’équation W = 0, qui correspond a In.(p) = 0,
donne, comme il a été dit p. 426, une série de valeurs
de p, dont celle de T'ordre ¢, pour des valeurs suffi-
samment grandes de ¢, est déterminée par 4 — 3(g—1)%
A cette valeur correspondra

a Ly N:[(p°— 1P (p— NDLh/ 2 \§
‘= Z(Z) [(1 pﬂ(}v(zjrl)f; )J (F(49“1))’
forme sous laquelle le résultat, obtenu par la voie élé-
mentaire, a derniérement été exposé par M. Boitel ¥,
avec cette différence toutefois que, dans le premier
membre de I'équation, ¢ est, chez M. Boitel, remplacé par
tgg. Par contre M. Mascart**, dans le calcul de quelques
expériences faites avec une tige de verre, s'est servi de
la formule ¢ = A(g—1)} et a trouvé, meéme pour
d’assez grandes valeurs de ¢ (9°), un accord satisfaisant

entre I'expérience et le caleul.

Lintensité sur la caustique méme (n — 0) est
déterminée par
1Y 2\%
L) = 118 (7) i
e 12 \z/ sing,

d’ott 'on peut, avec une approximation suffisante, en
multipliant par 2,262, déduire Vintensité mazimum, corres-
pondant & p = 10845 (la valeur de ¢ correspondant
a cette valeur de p différant trés peu de ¢). Jai de
cette maniére calculé I'intensité maximum dans quelques
exemples.

Soit B = 10=» N — 1,5, 1 = 0™ 0005, m — 1.
Pour un point immédiatement extérieur & la surface

* Journ. de phys., 2¢sér., t. 8, p. 282, 1889,
** Comptes rendus de I'Académie des Sciences, t.106, p. 1575,
1888.
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de la sphére, on a r = B, # = 0, tgh — Atgh et
par conséquent p = 4, p' =1, C, étant déterminé
par la formule (5), on trouve avec ces valeurs que Pin-
tensité est égale & 4,5423. Cette intensité étant propor-
tionnelle & R%, on voit que, méme pour des sphéres
presque 100 fois plus petites, I'intensité sera plus grande
que 1. A la distance d’un demi-rayon de la surface de
la sphére, onar=15R 8 =4¢, p =2, p =2
valeurs auxquelles correspond une intensité maximum
de 0,9423.

Il ressort de ces résultats que, pour ainsi dire dans
tous les cas de sphéres transparentes qui se présentent,
on pourra trouver hors de la sphére des points qui sont
tout aussi fortement éclairés d’'un c6té par la lumiere
directe incidente que de I'autre par la lumiére réfléchie
une fois par la surface intérieure de la sphére. Comme
il sera sans doute facile de trouver expérimentalement
de pareils points, et qu’ils pourront également étre déter-
minés théoriquement par les formules données plus haut,
on aura un moyen pour controler l'accord - entre lex-
périence et le calcul.

Pour second exemple je prendrai une gouite d’eau
sphérique avec Iindice de réfraction 4. Pour m — 1
et « infiniment grand on trouve:

2 1
Intensité maximum — 0,06728%(172),3

Si I'on prend comme comparaison une seconde
sphére de méme grandeur a réflexion totale, Vintensité
de la lumiére réfléchie par la surface antérieure sera, 2

la méme distance, de 4—{; Ces deux intensités seront
donc égales si 'on a R — 51,30 1, ce qui, pour

30
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2 = Omm00585, donne I == 0"™03. Pour une goutte
de pluie d'un rayon 8 fois plus grand, l'intensité maxi-
mum de la lumiére réfléchie une fois par la surface
intérieure serait le double de celle qu'on obtiendrait en
remplacant la goutte de pluie par une sphére de méme
grandeur produisant une réflexion totale.

Au lieu d’une seule sphére, fignrons-nous maintenant
un assemblage de spheres égales isolées, toutes aussi
fortement éclairées par des rayons incidents paralitles
non polarisés d'une intensité égale & 1. Les spheéres
sont supposées si voisines ou former une couche d’une
étendue telle que les lignes visuelles d'un observateur
éloigné rencontrent partout une des sphéres. L’ensemble
des sphéres renfermées dans un cone dont le sommet
est dans P'eil de l'observateur, et qui comprend l'unité
d’angle solide, enverra alors une lumicre dont Tintensité

au sommet du cone est fois plus grande que celle

2
R’
qui est due & une seule sphére. En appelant lintensité
de la lumiére qui, en dedans de l'unit¢é d’angle solide,
rencontre il de Pobservateur, la clarté apparente, nous
aurons done pour un pareil assemblage de gouttes de
pluie sphériques avee l'indice de réfraction §:

3

Max. de clarté apparente = 0,06728 1 <H)_

—_
7 A

Pour un assemblage analogue de spheres produisant
une réflexion totale, on obtiendrait la clari¢ apparente

4117, indépendante de la grandeur des spheres. Mais,
en faisant la comparaison, il faut observer que toute la
lumiére qui rencontre le systéme aprés une seule réflexion
est renvoyée par de nouvelles réflexions, ct c'est pour-

quoi il convient de doubler la clarté apparente ou de la
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1 . 5 T
P Cela posé, les deux systémes éclairés

poser égale a
par une lumiére simple ou regardés a travers un verre
unicolore seront vus avec la méme clarté apparente,
lorsque le rayon des gouttes de pluie est 8 fois plus
grand, comme on I'a calculé plus haut, et quil est par
conséquent de 0mm24,

Les phénomenes lumineux, dans I'assemblage de
gouttes de pluie que nous considérons ici, correspondent
& des arcs-en-ciel complétement développés. Le calcul de
la clarté apparente de ces arcs-en-ciel et des arcs-en-ciel
surnwméraires pourra se faire, pour les différentes cou-
leurs du spectre, a 'aide des formules (2), (%"), (¢), con-
jointement avec une table des valeurs.de lintégrale W,
Nous ajouterons enfin, comme exemple permettant de
controdler les observations, que le second arc-en-ciel, aprés
deux réflexions intérieures, a une clarté apparente 7,864
plus faible que le premier arc-en-ciel, supposé bien
entendu qu'’ils sont formés dans les mémes conditions.

Le mouvement de la lumiere a Uintérieur d’une
sphere devra éire déterminé & Paide des séries K’ et &'
(70), en y posant

K — fom linla)—(@m + ) dn(a)i
S:, — 7'7[, n e(ln(a) — (Q m + 1) ;m(a')) 1:.

Dans les termes figureront les quatre exposants

(#="5 + () )+ ()= @m+ ) ) £{(n+ D9~ F)

qui, par le développement suivant les puissances de e,
donnent pour le coefficient de 2¢

G = (2m~1)g+(¢)(ﬂ'—g-)+ﬂ—(2m+1)H'I'¢-.

0%
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Dans cette expression mz --80—(2m -+ )8 = 4. cst
I’angle dont le rayon incident est dévié aprés m réflexions
intérieures. La condition G = 2px léve l'ambiguité
des deux doubles signes, et on voit que, de méme cue
pour un point extérieur, le signe supérieur de ¢ cor-
respond au cas ou le point considéré et le rayon inci-
dent sont du méme coté de Paxe principal, ct que &
et ¢ ont le méme signe ou un signe coniraire suivant
que le rayon qui rencontre le point considéré coupe le
coté positif ou le coté négatif de 'axe principal.

En comparant avec l'intégrale (42), on obtient ensuite
pour les séries K' et §' respectivement les coefficients

1COS¢ By, m
a'V27acosd sinfsing

4 = F ()

et
sindyy,m
@'V2zacosd¥ sinflsing

4 =TF)
et pour les deux séries

Fo = kt+(£) (a’cosﬂ’+%)+acosﬁ—(2m+1)a'cos{i’+(p—-,},m+—1—I—1»)ﬁ,

1 " . '
H = E_):h—a((L) te --tg 00— 2m - 1)tg 4,

1 . 3 g 3 g 3
I = E?ﬁ?ﬁ(th) G ¥-Fg0-—2m4-01g'v).

=

Les composantes du mouvement vibratoire &, #, ¢
sont détermindes par les équations suivantes analogues
a (80), a savoir 4

& = sin*da K, 7 = F(4)sind cos Fa' K, (81)
& = FidsinyS.

Le mouvement de la lumitre est ainsi déterminé

partout en tant quil est suffisant de faire les somma-
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tions par rapport & n sans dépasser la limite n = n,
ce qui présuppose qu'on peut se servir des expressions
(67) et (68) de g, et de 2., lesquelles & leur tour déter-
minent les fonctions v, et w,. Si cette limite de # doit
étre franchie, il devient nécessaire de recourir & d’autres
développements pour ces fonctions, et c'est ce que je
ferai dans le chapitre suivant.

Je ferai seulement encore remarquer que, lorsque
& atteint la limite ;)Z en des points intérieurs isolés, le
mouvement se laisse aussi calculer par les formules
données plus haut, ce quwon peut prouver de la méme
maniére que dans le cas déja traité (p.452), quand le
point était situé sur I'axe principal.

6. Suite. Réflexion totale, diffraction.

Les fonctions v, et w, peuvent aussi étre déterminées
d’'une maniére autre que celle que nous avons employée
précédemment (p. 435), par un développement d’ailleurs
tout a fait correspondant. On a identiquement .

Lypgon Ly
Vn = Vogitnel " w, = Vo,wne : U0,
Si I'on pose
?,
Vntln = 70, 3log—" = p,,
Wa
on aura donc
On = Vrad™, w, = Vrge “n. (82)
En se servant de I'équation w,v, —w}v, = 1, on

obtiendra en outre, la variable étant désignée par a,

du, 1
da = (53)
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d’oli, en intégrant et cn introduisant la valeur de Ma COI-
respondant & ¢ = 0, on tire

2n41 ¥ T
Ha = %lo @ J.ﬁd(t( 1 _ 24 1)‘ (34)

Dlzﬁt‘i.ﬁl) @nL1)” 9, P

Les développements (22) et (24) de v, et de 1,
donnent en outre par multiplication

2a (2ay 1

Sl 7 e e Y P e B0
(2ay 1.3

+(‘272 —3)(2n—1)...(@n—E5) 9.4

(85)

L’exactitude de la loi indiquée ici pour la série pour-
rait aussi étre démontrée par la formation de Pécquation
différentielle & laquelle satisfait #,. En supposant que
s satisfasse & 'équation différentielle (21), on peut poser
d’une maniére plus générale

— %
Uy = Yppe n, (86)
valeur qui, substituée dans (21), conduit a Péquation

&pn 1(dz)n>+(1__wﬁ)gpz+gc’ =0, (87)

"da® 2\da a )

d’out, par une nouvelle différentiation, résulte Péquation

linéaire
A’p, n(n+1)\dp. 4n(n—~ — 0. (83
+4( a )da ' a p” =0 69
L’équation (86) correspond aux équations (82) pour
Pn = 1y et ¢ = -1, de méme quelle correspond aux

équations (63) pour p, — ¢, et ¢ = —4. La dernicre
équation (88) doit"donc étre satisfaite aussi bien pour
Prn = @» que pour p, = 7, et alors il ne sera pas diffi-
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cile, & 'aide de cette équation, de contréler Pexactitude
des lois des séries indiquées In et 7, :
Aussi bien 7 que « sont considérés comme de grands
nonibres, tous deux de 'ordre de 4. Si, de méme qu’au-
paravant pour la sommation de la série 0=, nous négli-
geons toutes les grandeurs d’un ordre inférieur 3 I'unité,
la série (85) pourra, sous cerlaines conditions, étre
sommée par
a
27, = m (89)
La condition doit consister en ceci, que ¢ ne doit
pas dépasser une certaine limite; mais en examinant de
plus prés la série, on remarquera bientdt que la déter-
mipation de cette limite présente quelques difficultés,
En effet les termes de la série, pour a< #n, décroissent
d’abord et atteignent un minimum; aprés quoi ils crois-
sent, changent alternativement de signe et atteignent un
maximum pour finalement décroitre jusqua 0. Ainsi le
terme qui précéde le premier terme négatif a déja atteint
la grandeur

(2a)2n+1 . 1.3... (Qn—l)
TS...MrnLi) 2.4...9% .

qui, pour ea>2n -1, o étant par e\emple égal a 0,75n

et » allant en croissant, croit Jjusqu’a Tinfini.* * NOTE 35,
Il sera done nécessaire de metire la série #, sous

une autre forme. A Paide de P'équation

1.2.3...2m

. — 1y ] 2m
(‘27;—‘2m+])(27;—9m+3)...(2n+2m+1) =1 x‘dxsm( n+1)xsm T,
vo

on peut donner & la série (85) la forme

Z’r,,zo’agdxsm(@n—{-nx(l— smar;—{—12 ssin‘z— | ),

oo
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et en employant la fonction J, de Bessel, cette expres-
sion devient

2, — QaSczlxsin(i’n—{—1)x-Jo(2asinx). (90)

Nous effectuerons cette intégration d’abord depuis

= 0 jusqu'a « = %, % étant assez petit pour qu’on
puisse sans erreur sensible remplacer sinz par z, tant que
z est plus petit que k. Cette partie de intégrale, par
Iintroduction d’une nouvelle Vamable y=2n+t1)z, de-

@n+1)4
e gdg/cmyJ( %y 1)

(2n--1)2 ay e 1 ay 1
~ gd_/Sln‘/( R (i )71-) (91)

La limite supérienre de cette intégrale powrra étre
considérée comme apparténant i cette espéce de gran-
deurs arbitraires et indéterminées auxquelles nous avons

viendra ainsi

donné la désignation commune w, et Iintégration powrra
par suite se faire par la formule (39). Le résultat est
la série

a a \51 a \°1.3 @
— 3T lﬁl) 5 k 1) gt —ﬁ——ﬁ. )
nt3 ' \ni-1/2 +3/2 Vin+1y—a®

ol la seule condition de convergence est o< 5 -3

Dans la seconde partie de lintégrale (90), la fonc-
tion de Bessel peut étre développée suivant les puis-
sances décroissantes de a en la série semi - convergente
connue

J(2asinz) —=

1 . AW
—=——CO0S Qasmx—~ e
Vrwasinz 4,

ol les termes sont de Pordre de a=%, a=%, ...
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Cette partie de ]’intégrale; en négligeant les termes

suivants de la fonction J,, deviendra donc

- ‘/ 2n+1)=

(2at1)T y .
! . o
a 51nycos(~a51n2n+1 4)
n+i .y
z @nt1)n ‘/ﬂ‘a sin T |

(211—{-1) T 5

ay
Sm( 1)V st )+S‘“( AT
@n-1)h 1 y"zl'(n+§=+”‘

On voit par 1a que cette partie de Vintégrale sera
d’un ordre inférieur a I'unité tant que la différence
n-t-}—a est de l'ordre de a*, et comme I'équation (89)
présuppose que ces grandeurs n’entrent pas en ligne de
compte, cette derniére équation restera valable, pourvu
seulement que la différence n--4—a soit positive et de
Pordre de . Cette condition correspond ainsi compléte-
ment, avec I'échange de a et de n--1, A celle concer-
nant g, dans 1'équation (67).

Si, dans I'équation (84), on pose

13 2n—1F2n41) — 22n- 1)2a+t g—Crtn*

n étant supposé trés grand, on obtient & l'aide de Péqua-
tion (89)

= —%log2+(n+1)log

O
AV | e @
Nous sommes ainsi & méme de déterminer les fonc-
tions v, et w, tant pour n-+3>a que pour n-|1i<a,
dans le premier cas a laide de 7, et de . dans le
second & l'aide de ¢, et de . Mais il reste encore un
cas ou ces fonctions ne sont pas détermindes par les
formules précédentes, a savoir lorsque la différence
n—+%+—a, quelle soit positive ou négative, est d’un:
ordre inférieur & celui de a.
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Tandis que jusqu'ici nous avons sommé loutes nos
séries avec une exactitude telle que les grandeurs d'un
ordre inférieur & Punité ont seules été négligées, nous
nous hornerons, dans ce qui suit, & considérer les termes
de Pordre le plus cleve,
sera d’un ordre inférieur & ¢, on pourra dans la déter-
mination de », rejeter toutes Jes grandeurs du méme

Cela posé, quand n44i—q

ordre que l'unité, puisque 7, sera une grandear d'un
ordre plus élevé. Par conséquent, si nous considérons
la limite choisie (2n-+1}h comme une grandeur de
lordre de o, toute intégrale (91) pourra étre négligée, les
deux fonctions qui y entrent, le sinus et J, ne pou-
vant, pour aucune valeur de la variable, devenir numé-
riquement plus grandes que 1. En outre, la seconde
partie de lintégrale, déterminde par (92), se rédunira a

ent1) T
/T Sin l_ni :l/—:—r%l—...—?—z
Vit o= (st o . o

(@n4 )k } Y= Sagap -

ou la limite inférieure peut encore étre remplacée par
0, puisque lintégration de 0 3 (2n-+1)% ne peut non
plus conduire & un résultat d'un ordre plus élevé que
Punité, tandis que la limite supérieure de z, apres la
substitution de ay® — 94 (n-+4)'x, peut comme aupara-
vant étre désignée par w. On obtient ainsi, en négligeant
tous les termes qui ne conduisent qu'a des résultats
d’un ordre inférieur,

27(0) = &_charx—?sin('(ﬂ—}uz}—a)(%);x%—{—x{—z). (95)
\ “/

En développant suivant les puissances de n-+1—gq
et en intégrant 3 I'aide de I'équation (39), on trouve alors

as 1y .7 3\ . 3n 1 24
. — i a2 And-z—g) (=2
27(a) 3%1/;[1“(6)51113 ] I’(G)sm 3 (72—]—2 a)(a

Qrn(n

5\ . 57 1 272403 1
—}-I‘(bT)sm—g—-(n—;l—g—-a) (7)-1_9—{-...

série dans laquelle les 2¢, 5e, 8e, ... termes sont égaux 4 0.
Pose-t-on, par exemple, ¢ — n-+1, il vient

+H)=cm+1), ¢ =

En substituant dans r, = 2,10, les développements (23)
et (25) de v, et 10y, jai calculé le tableau ci-dessous, qui
déja pour les plus petites valeurs de #, montre un ac-
cord surprenant entre les véritables valeurs de ra(n—-+1)
et celles qui ont été calculées par les formules 97):

n = 0, 1. 9, 3, : 4, 3,
2ra(n+-1) = 08415, 12416, 14756, 1,6518, 1,7967, 1,9212,
c(n+1)%F = 08641, 12468, 1,476, 1,6530, 1,7975, 19218,

Il est & remarquer que lorsque +L—asera d’un ordre
supérieur & celui de g3, l'ordre de grandeur des termes ira
en croissant. Mais dans cette supposition, I'intégrale (94),

: a -
a1 a~t7 L3 - > . S
par la substitution de { I~n+ )y/ = , sera réduite 3

5

r o

‘ @ dz sin /x—'—
@2n+1—2a)z \Vz |~
[}

Ll

-
T e ti—a

valeur qui montre que nous pouvons de nouveau revenir
a la formule plus simple (89) de r,, cette formule con-

RE 1,08874, loge — 0,0369226. (97)

6,
2,0314,
2,0819.

(98)

duisant au meéme résultat, lorsqu'on ne tient compte

que des termes de Vordre le plus élevé, Avec cette
exactitude plus limitée, elle continue done a &tre appli-
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cable tant que la différence » 34—« est d’un ordre plus
élevé que celui de g, Lorsque cette différenee n'est pas
d'un ordre inféricur & celui de 4, ra() Nest jamais d'un
ordre supérieur que celui de lunité. En effet, si elle est
positive, cela résulte de I'équation (89), et si elle est
négative, on arrive au méme résultat en exprimant, dans
Péquation 7, = vy, v, et w, par les équations (23) et
* NOTE 38. (25).% Par contre,
ordre moins élevé que celui de ¢,

si la différence n--1—a est d'un
ro(a) peut étre d’un
ordre plus élevé que celui de I'unité, et dapres (96),
cette fonction atteindra finalement par la variation de »
sa plas haute valeur pour n+i = a

Dans le développement (66)* de I, le terme géné-
ral, lorsque n-t-1—a est d'un ordre moins dleve que

* NOTE 39.

celui de «, pourra étre déterminé par

(n—mL-1)(n—m-L2) . ..
a2m

(“7m~ ) e (n L

(n+-m) 1.3..
24 9m

Vam a*™(n -+ 1

En remplacant la sommalion par une intégration, on

obtiendra
. d) n — n--1-Lm
Gnit) = efm, o = —n+m ow( ) L(n-L1)log ',l.i’
) Vam @ VT ey L Ty
0
ou en développant suivant les puissances de m
3 5 A
M 1 m 1
F(m) = — 2mlog O (P . )
(,) Cntl (n+-4) 2.3 7 (n4-2) -’L-a+

Si l'on pose ensuite w? = 3(n-+1)x, Tlintégrale pourra,

* NOTE 4. avec I'exactitude requise ici, étre réduite a*

(15" s —eofmrpiioe 2 s

Gnl(@) = 2 \dza™ e gt .
Vx|
0

L_1n)"+%-m-

e 1
— (n4-1)s = 0,9978,
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On pourra égalem ont ici avec une exactitude suffisante poser

a —H— 7, - -
lo Giz—:l_n‘—{—%: aprés quoi lintégration conduit au
résultat
(D) g, 5!
W) ="y 2 6) (5 ( +5‘“ +%) T
+r(2 V(22 ) 99
Si, dans cette expression, on pose @ = n--1, on trouve
avec la méme signification de ¢ que plus haut
9 ) 9
w(W+13) = ——c(n-+1)s, log-¢ — 0,0993920. (100
e e S (100)

On constate également ici,
valeurs de »#, un bon
tn(n-=14) calculées directement par. la série (66); cest
ce que montre le tableau suivant:

n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
Ou(n-+3%) = 1,0000, 1,444, 1,7104, 19121, 20783, 2,2215, ¢

déja pour les plus petites
aceord avee les valeurs exactes de

14301, 17062, 1,087, 2,075, 22191, 2,3462.

Z

Par analogie avec 1,, ¢, pourra étre exprimé avec
la méme exactitude limitée par I'équation (67), tant quela
différence a—(n-+1) est d’'un ordre plus élevé que celui de
%3 mais, en opposition avec T2y ¢ @ Une valeur toujours
croissante quand # croit.

Aun moyen des valeurs ainsi trouvées pour 7, et q,,

on peut calculer aussi bien 2, et u, que v, et w,. A Taide
des équations 2+, = 29, Wy, = (,sin24,, on trouve

T

sin22,(n+3)=sinz, don résultent pour Z,(n—-+1) les

W,

valeurs =, 17—[ 4—'

63" 673
par les équations v, — Vg,sin 2., w, — Vg, cos 2y pour
n =01, 2, 3, . on trouve respectivement

a(n-+1) = 0y,

-; mais en déterminant J,(n 1)

05165, 0,5203, 0,5215, * NOTE 41.
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Cetle série converge évidemment vers la plus petite des

valeurs ci-dessus indiquées, c’est-a-dire vers

I(n—+1) =% — 0,523, (101)
d’ott résulte encore a 'aide des équations 2 = 1, e
= @, s8in° 2,,
pa(n-+3) = —1log3. (102)
Comme on a (¢) = L et ph(a) = L les dé-
@ la) ¢ 2rp(a)’

veloppements en série de Z.(a) ct de p.(e), en dési-
gnant pour abréger g,(n--1), r(n--1), qu(n-1), cte.,
par q, r, ¢, ..., deviendront maintenant

2 — L
_1_10'_” 1

T "(a—n—1)
O _a Y 0y

T 1.2
1, o, la—n—3% + (a—n—1).
pa(a) =—Zlogo~£—9»; i '—272( .9 L, (104)

o ¢/, » et les coefficients plus élevés de q.(a) et de

ro(@) par rapport a a devront, powr ¢ = n--1, otre

calculés & l'aide des équations (99) et (96). On trouve

ainsi ¢’ = —i, = —)—1, cette derniére valeur
V3 3(n+4)

est seulement de Pordre de a—3% et doit par conséiuent
étre regardée comme nulle.

Les fonctions ¢, et 4, peuvent étre détermindes
par les équations (r,--w,) = ¢,-=2r,. les signes de
v, et de w,, qui ici sont indéterminés, étant détermindés
par v, = Vgasin 2y et w, = Ve, c08 Ay 011 Vi esl positif.
Les développements en série que jai trouvés par cette
voie & laide des séries (96) et (99). on, en dchors de
la différence n-+1—a, les deux quantités n--} et a
peuvent ¢tre considérées conme dgales, sont les suivants:

va(a)

10a(@)

ou
a\t 1 6\% 1
o= (5) vz =@ (te—0)

Ces séries peuvent aussi étre facilement ramenées aux
intégrales définies

va(a) = C S.((I:’xx_x cos (exs+x), (107)

0

wola) = C “:olx e 1 gdxac—%sin (ax%—{—x)}. (108)
En introduisant les séries (105) et (106) dans (Vnt-w,)
= q,4-2r,, on pourra sans difficulté se convaincre de
exactitude de ces développements.* Pour I'usage de ce

calcul, je mentionnerai ici les équations
P= V() ()= 2V ()

o
(2= Vi),
3 3 \6
Nous pouvons maintenant poursuivre le caleul inter-
rompu dans le chapitre précédent, et considérer d’abord
le cas ou la sphére a un indice de réfraction plus petit
que le miliew environnant. Nous supposons donc N< 1,
dou il suit que I'équation ¢ sind = «'sin@ devient im-
possible pour sing > N,
Posons maintenant dans les équations (33) et (34)
v(e’) = Vra(d') e"a™, tandis que ,(a) et wa(a) seront

* NOTE 42.



* NOTE 43.
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comme auparavant exprimés par ga(a) ct Zu(a), et comme
g peut Ctre négligé en comparaison de ¢n, de méme %
pourra aussi I'élre en comparaison de »,. En déterminant
qu(@) par (67) ct ra() pav (89), on obtiendra®

i gn(@)—2ralo) Ni

QO = Qin{a
2o = T @ T N

= 1 g2l —
e 3 )”N“i

et si 'on pose

cette expression prendra la forme plus simple

1L C.(/umz —0)1

On obtient de la méme maniére

—d)i g4 = Z’L

-1 J.p-()"“
Vn

28, =

Le cas ot Pon a sculement 2k, — —1, 28 = -1
a déja 6té traité dans le chapitre précédent (p. 447). On
y supposait d’une maniere générale (ue les fonctions ¢»
et 2, devaient, pour toutes les variables, pouvoir s’ex-
primer par les formules (67) et (68); maix il est QL re-
marquer que, dans le cas particulier dont il s'agit, ol
k. et s, ne renferment pas les variables o el o, nous
avons seulement affaive aux fonctions gqu(u) ct Jn(11},
et pour quelles puissent clre exprimées par (67) et (63),
il suffit quon ait v} = esing<Ta Les résultats
trouvés sont donc valables jusqua une distance « de
I'axe principal, et, comme on s¢ le rappelle, le mouve-
ment de la lumiére ainsi représenté en dehors de la
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sphére comprenait la lumiére incidente dans U'espace du
coté négatif du plan des yz et une obscurité compléte
sur le coté positif du méme plan.

Si Yon suppose ensuite que

9k, — RMala—Ni 95, — Alnld—di,

et si I'on pose comme & I'ordinaire 7 = v -2, on remar-
quera que le développement, suivant les puissances de 2,
de A.:(z) donne aux différentes puissances de z des coef-
ficients d’un ordre plus élevé que celni quon obtient
par le développement correspondant de & et de 4% En
posant y—% = asinf, ¢ et 4 pourront donc étre ex-

primés par les valeurs constantes

cos . cosd

180 = s, _——.
Vsin’d—N*? Vsin®#—N*

Les expressions de k, et de s, correspondent mainte-
nant entierement au cas déja traité (p.457), ou nous
avons déterminé la réflexion par la surface extérieure de
la sphere. La différence consiste seulement en ceci que
les facteurs b, et ¢, sont devenus égaux & —1, et que
la phase est diminuée dans K de 24 et dans S de 24,
les résultats déja trouvés pourront donc avec ces
changements encore servir ici.

Les cas limite sin # = N ne constitue pas une ex-
ception spéciale, puisque & et 4, lorsque 4 décroit jusqu'a
cette limite, deviennent égaux a -G; et les facteurs e—2%
ot ¢—24i 3 -1, et que par 1a K et S prennent les mémes
valewrs que celles qui résulteraient des formules précé-
dentes si @ croissait jusqu'a la méme limite.

Les coefficients &}, et s, sont déterminés par
31

* NOTE 44,
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k’ — e/‘.n(fl) Z‘—,'J.n(a')’l: E_J_V_Ki:(,a)_r"(f')_
" Q) 21 (a ) Ne’
ez,;(’l)’t’—/l,n(/ll)i AQ 'Z\T l/q"(a‘)!‘;(;’j

Sp == wrar e
" Nagu(a)--2r,d')2

Comme, pour un point intéricur, n >« doit en méme
temps aussi correspondre & n>a', il faut dans les

séries K' et §' (79) poser V. (a')sin d(a') = Viu(d') e,

On voit donc que ces séries renfermeront le facteur

ernl@)=pnld) i, si o' el o ne sont pas trés prés détre
égaux, sera une quantité extrémement petite. Cela 16-
sulte de I'expression donnée dans (93) pour M qui, sl
la variable n’est pas trés voisine de #, est une quantité
négative trés grande et dautant plus grande que la
variable cst plus pelite.  Le mouvement de la lumiore
en dedans de la partie de la sphére qui produit une
réflexion totale mest sensible que dans une conche
mince immédiatement au-dessous de la surface de la
sphére.

- 8i Pon pose o' = «—NIh, I étant supposé tres
petit, on aura

, , N b
/ln(”- ) _'_/’-n(“ ) = i)in(a’) = ;1’ V(“ T é)-”_ @

On ftrouvera ensuite conme a Pordinaire

2 Ncosd
aV1—N*tgVsin*d — N? cos

4
2sing (ki +acosd+ 5 —1)i—LViin2d— N
aV1—N*igd

et o+# = 7. Dans la détermination des composantes
£, 7, ¢, il faut revenir aux équations (18), et comme

—1

.

K’ el § renferment orviginaivement le factenr e ) on

gl

(kt +acost -+ ; —o‘)i—h Vein?o— N2
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aura, en négligeant les termes d’'un ordre inférieur,

@ngﬂ——l\?2

N

K.

OK'  Op.(a) K — V(n—i—%)z—a'zK,
oa’' od' a

On obtient en méme temps

&
et les mémes équations restent applicables en y rempla-
¢ant K' par S'. Les équations (18) donnent ainsi dans
ce cas

sin®g — __ ;sing Vsin®d —N*

— S ek g = N oK', T = —isingaS,

ol l'on peut substituer les valeurs trouvées pour K’ et
pour S

On voit que les résultats de ce calcul de la réflexion
totale s’accordent, tant pour les points extérieurs que
pour les points intérieurs, avec ce qui est connu par la
théorie de la réflexion totale par des surfaces planes, et
le calcul ne conduit donc pas au dela de ce qui peut
aussi étre trouvé par la voie élémentaire.

Il reste seulement encore & continuer les sommations
des séries K et S (79) a partir de la limite de » & la-
quelle les équations (67) et (68) cessent d’étre valables
pour la variable «*. Dans tous les cas, la valeur de %, * NOTE 4.
donnde dans (33) pourra étre transformée en

— (@) (1 +70(@) — N(i -4 (@) 27a(<)

’ (@) (1 +7u(@) == N(—i+-£ 42(@)) 2ra(d)
La fraction désignée par 4, lorsque » dépasse la
limite dont il sagit, devient égale & 1, N étant supposé

différent de 1. Nous n’examinerons pas le cas ot N—1
a1
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est assez petit pour que la différence doive ciro considérée
comme une grandenr d'un ordre plus pekit que Tunite,

L’équation 4 — 1 aura en effet toujours lieu, si
ga(2) est d’'un ordre plus dleve que Punité, ce qui, sui-
vant (99), est le cas lorsque n—gq est positif et d’un ordre

* NOTE 4. plus élevé que celui de «¥. En outre, n est si grand* dans

la somme considérée que 4(2) est d'un ordre supérieur
a 'unité, tandis que r.(«) et ra(«’), lorsque la différence
n—a, tant positive que négative, est dun ordre moins
élevé que celui de ¢, ne peuvent ¢tre d’un ordre supi-
rieur & lunité. Cela résulte de ce qui a été dit plus haut
(p. 478), car on a n—a' = n—g—(N—1)a, ott le dernier
terme ne peut étre d’un ordre plus petit que celui de 4.
It en résulte donc que, dans le cas considéré, on doit
toujours avoir 4 — 1, et comme les mémes considdéra-
tions peavent s’appliquer 2 la valeur de 8, donnde dans
(33), on aura

2%, — —1—{—62/:"(a)i, 9, — —1—{—@9)‘”(“)i.

Ces deux coefficients, pour n>ga, » allant en croissant,

* NOTE 47. convergent rapidement vers 0*,
o

En nous référant a ce qui précede pour le cas de
2kp = —1, 95, — —1, nous aurons & considérer Ia
série

ak iaS

cos ¢ sing

73

2*’ Dq(a) . TN [kt —"T 2 Dty — Slen))
—_ ‘/——7:151(1%[1 SIIJ((IL—I—;})(,O—;)B( 2 T 2)— (rt))t

m THSM @ 4

ou n, est la limite supérieure de n, en deca de laguelle
gn(@) el 2(a) se laissent déterminer par (67) ct (68).

b
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L’exposant dans cette somme est

(*t— " 42 20)— 200) - (€ H'W“g))"’

et en y posant # — vz et v+1 = asing, le coef-
ficient de z en négligeant les grandeurs d’un ordre in-
férieur & l'unité, sera égal a —8&-4-¢. Par conséquent,
$'il doit étre nul ou trés petit, on devra prendre le signe

supérieur et ¢—@& sera nul ou trés petit*. 11 en résulte * NOTE 4.

que les composantes du mouvement vibratoire pourront,
d’aprés (80), étre déterminées par

& = sin’gp cos¢Q,
7. = sinpcospcos@, & — —singsing g,
d’on1 Pon obtient pour les composantes par rapport aux
axes fixes
& =0, 7 =singQ, ¢& = 0.

Comme ¢—# est trés petit et que, par suite, on peut
1

cosd ~ cos
et » = asin® = asing, la quantité sinp @ se laisse

aillewrs que dans I'exposant poser gn(@) =

réduire &

ng .
v Pt
e,

Sinp @ — ye =
¢ 7 Voza COS g ny

nw

N T
P = b3 22— (@) - (n4-H)p— T,
expressicus qui représentent sous une forme simple le
phénoméne complexe qui comprend la diffraction de
rayons paralléles par une sphére réfléchissante.

Si nous considérons d’ahord la partie de la somme
olt 7 >¢q, on voit que Za(@), pour des valeurs croissantes
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. - T . N .
de n, décroit de 3 Jusqwa 0. On en obtient une déter-
mination plus exacte par les équations

2ol _ 118 Aa(w)i 142l
(—Tga)i 1 Zmia; u

ol sa(a), pour n = «, a pour valeur —1ilcg3 et dé-
croit rapidement pour des valeurs croissantes de n.

Si done on pose d'abord dans la somme considérce
¢2%laii — 1 puis dans Pexposant, comme & lordinaire,
n = v-+z, v} = asing, le coefficient de 27, dans
I'exposant développé suivant les puissances de 2z, devi-
endra ¢ — & La somme, pour ¢ = &, sera ainsi rem-
placée par lintégrale

ng—a sini¥ _ N
dz e(kt —acos¢ — ii — ?azﬁ‘@)i
o —asin®

= —1V9ra COS @ 7

qui, par la substitution

e\ 5 — 2 asing —
2z — (x—%) Veacosg, -+ — asme—a
2 ) 9 !
= V2acosg
donne
; e AW
¢ (—acose— .
Be = —= e( aeoss 1 )' dz e(ez—z—)z
Vz ’
L%

intégrale qui correspond i Tintégrale (57) lorsauon
change le signe de 7. Il résulte du caleul de cette;dur-
niére intégrale que pour ¢>0, c’est-i-dire quand le point
est situé en dehors du bord de I'ombre géométrique de
la sphére (asing >a), I'intégrale est une fonction pério-
dique. En dedans du hord de l'ombre (< 0), elle est
au contraire apériodique. Au bord méme de Pombre
(¢ = 0), on trouve

(kt—acos )i

70 == }e

o«
= 14 2 N2 I)I[/.n(ﬂ.)lfllb.
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Le résultat est, sous tous les rapports, le méme que
celni qu'on obtient pour la diffraction de la lumiére par
un disque plan circulaire placé, au lien de la sphere,
dans le grand cercle auquel les rayons incidents sont
tangents.

La seconde partie de la somme considérée plus

haut Vest

i =w2"3—e,(7;t—2n(a)+(n+%)g—(‘.’n—-?.m-{—1)—:—)i+°2m/1n(rz)
m=0 a
Silony pose n = vtz v+i=a = asind et quon

se serve pour p(«) du développement (104), le coefficient
de z dans lexposant deviendra, par le développement
suivant les puissances de 2, {(p—8)7— %, o r = r(v+13)
est déterminé par (97) et est de ordre de af.

Si ¢ —# est d’un ordre plus élevé que a—3, la somme
considérée, en ne prenant que les grandeurs de l'ordre
le plus élevé, pourra étre exprimée par

m= o0 m

1 . e(l:t—mcosﬂ +alp—9) + @m+1)5)i— Flog3
O—

9
m =10

1
3

qui est d'un ordre woins élevé que «

Par contre, si le point considéré est assez voisin du
bord géométrique de ombre de la sphére pour que ¢—4&
soit du méme ordre ou d'un ordre moins élevé que
a—4%, on aura & tenir compte de tous les termes du dé-
veloppement de Pexposant suivant les puissances de z;
mais par la substitution 2 = rz, ils deviendront tous
de Tordre de & et I'intégrale entiére sera du méme ordre
que 7, par conséquent de Iordre de «3*. L’amplitude cor-
respondante pourra étre exprimée par

* NOTE 49.

* NOTE 50.
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Vacosge

ot C est une constante nmmérique. Un calcul plus exact
de cette constante ne présente guere d'intérét, car on
voit facilement que cette partie du mouvement de la
lumiére ne peut étre que trés minime et & peine obser-
vable, puisqu’elle se confond avec le reste de la lumicre
diffractée. La formule montre que Pintensité de cette
lumiére est proportionnelle 2 la puissance 2 du rayon de
la sphére et a la puissance 1 de la longueur d’onde, et
inversement proportionnelle a la distance du point con-
sidéré au grand cercle auquel les rayons incidents sont
tangents, supposé toutefois que cette dernidre distance
elle-méme ne devienne pas irés petite.

Enfin, Pamplitude vibratoire correspondant & n< ¢«
est aussi déterminée par

Fyi

a
:
e = ——m e X

V2racosg m

sommation dans laquelle Z,(«), pour des valeurs crois-
santes de 7, décroit d'une grande valeur indéterminée

Jusqu'a % En posant # = y—z, y1+-14 — 4sind, on

obtient

_ Viz e(kt—acos.s« +alg—H) -+ 2h—la)— = —(¢—n) 2)i
Vezacosepd,

ot 4, _(a) peut étre développé suivant (103).  On voit
maintenant que ce cas correspond enticrement i celui
qui a été traité plus haut, et que le résultat peut étre
présenté sous la méme forme. Cette partie da mouve-
ment de la lumiére correspond a la diffraction des rayons
totalement réfléchis sous une incidence rasante. Llin-
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tensité de ces derniers rayons décroit & mesure que
Pangle d'incidence croit; cependant, a cause de la dif-
fraction, cette intensité n’est pas nulle au bord géomé-
trique de Uombre, mais devient une grandeur de la méme
espéce que lintensité des rayons diffractés considérés
plus haut, aprés quoi elle décroit rapidement en dedans
du bord de l'ombre.

Les sommations par rapport a » n'ont encore été
faites que jusqu'a la limite supérieure # = n,; mais,
comme nous l'avons déja fait observer, les coefficients
k, et s,, pour n >« et pour des valeurs croissantes de 2,
convergeront rapidement vers 0. Cette partie des sommes
sera donc en général une quantité extrémement petite.

7. Quantité de lumitre émise. a trés petit. Systéme
de petites sphéres.

Toute la lumiére émanée de la sphére éclairée est
supposée recueillie sur le coté intérieur d’une surface
sphérique concentrique placée & une distance infinie de
la sphére. En désignant par L la quantité totale de
lumiere recueillie, par » le rayon infini de la sphére et
par I Pintensilé de la lumiére & la distance », mesurée
par le carré de Pamplitude, L pourra étre défini et dé-

terminé par

© 27
L = rzgsin¢dgo§d¢I. (109)

D’apres les équations (17) et (31), les composantes du

- . Qar P
mouvement vibratoire, pour @ = - et r infiniment

grand, peuvent étre exprimées par




* NOTE 51. VZSﬂ < &P, dP, , dP, (Z?Pm) _
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o - dcosg . Zx Qud-1 (&P AP,
O 7 = T n(n—i—l)(]. o *8".;‘1135&1;)’

a —_ 7 q(lll']s,} plht—ay Qll—‘bly (:IG + . d P )
21 n{n--1) snn¢(l¢ ([@ JA

ol k, et s, sont des grandeurs complexes, dont nous

désignerons le module par &, et 5, Si maintenant on
détermine T par la somme des carrés des amplitudes de
ces composantes, I'équation (109), apres qu'on aura fait

Pintégration par rapport a ¢, donnera
L=£<sincd»[( E 2n+1 (Z' L 15 0P Y
dm ) ¢ n(n--1) dg* ! §n sing}f('lf;;))
_x_< § 2n--1 (- _dP, - «&*P,
l ok - L, ) .
= (1 -=1)\""sine dgp S dg

Chacun de ces carrés peut aussi étre exprimé comme
un produit de deux sommes avee leg varmbleb n et m,
et en remarquant que l'on a

(cPP &P, . 1 dP,dp, 0 quand m \2 "

I 4 2‘*gﬁT“) = 21y
¢ L e g dsg l ’*7;*5:[‘_;_"11) qUﬂlld m == n

iF dy  dg dy
on trouvera que la quantité de lumiére I, est déter-
minée par

L =

,§(°7l+1)(7»~;i+§;). (110)

Les expressions générales (33) des cocfficients I, et
$» peuvent aussi étre mises sous la forme
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ot __ (@) ta(e!) — Nt (a)oufe)
B T T T w@ @ = F@ua) 1
Jap Y VY'Y !
6 — — 1 g — I\Yu,,(a)v,,,(a') ’Lb’,,(a)?in(a,). (119)
1+ qat Noa(a) vi(a') —vh(a) va(a')
Le module de ces coefficients est donc moindre que 1,

excepté dans les cas ou l'on a p, = 0, ou ¢, = 0,
valeurs auxquelles correspondent respectivement &k, — —
et s, = —1.

Nous déterminerons maintenant le mouvement de
la lumiére dans le cas ou le diamétre de la sphére éclairée
est frés petit en comparaison de la longueur d’onde de
la lumiére incidente, de sorte que « devra étre considéré
comme un nombre assez petit pour que, dans les déve-
loppements suivant les puissances de «, on ne doive prendre
en général que le terme qui renferme la plus petite puis-
sance de a.
relativement & ¢, aucune supposition restrictive*.

Par contre, nous ne ferons provisoirement,

D’aprés les développements en série (22) et (24), on
aura, en ne prenant que le premier terme des séries,

val) = B th(a) — e
" 1.3...2rn41" " 1.3...92 11"
1.3...2n—1 , 1.3...9n—1
wa(a) = pr y wh(a) = —n e
En substituant ces valeurs dans (111) et (112), on verra

pelites de Tordre de o2+, On trouvera en effet

o 3. @2n—1)2n+1)
Pn= 2 20 (0)— NI 1)oaa)’

13 @Qa—1P2n+1)  dvu(d)Fuvd) |
I = e o) — e+ Do)’

o

o V(@) -+ Nnova(a)

dans la derniére expression, on peut aussi poser

* NOTE 52.
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o' vn(a') - n ry(d') = o (o),
L) — (1 1) eule) = — o).

Par conséquent, abstraction faite des cas particuliers,
les développements (31) de K et de S se réduiront au

premier terme, correspondant & #n — 1, terme onl entrent
B % an(a)— 2N (d) o . _arfd)
C3 )Ny T TR )

apreés quoi les composantes du mouvement vibratoire
&, 7 & se laissent facilement déterminer & l'aide des
équations (17).

Si maintenant ¢ est, de méme que «, une grandeur
tres petite, k, pourra se réduire 2 la forme

tandis que, pour & tres petit ou si 4 est une racine
de T'équation v(a') = 0, on obtient § = 0.

Dans ce dernier cas, 70, dapres les ¢quations (17),
sera toujours proportionnel 2 cosg, d'on il suit que les
vibrations de la lumitre réfléchie perpendiculairement
aux rayons incidents scront dirigées perpendiculairement
au plan d’incidence, et que, par conséquent, la lumiére
sera entiérement polarisée dans ce plan. Il va sans dire
que cela aura lieu aussi si la lumicre incidente n'est pas
polarisée.

Les données restant les mémes, la méme loi doit
¢galement &tre applicable si, au liew d'une sphére isolde,
nous nous représentons un assemblage de sphéres sem-
blables, séparées les unes des autres et disposées sans
aucun ordre&) SIi’ nous posons en outre, dans I'expressjon

Py 2%

de k, a = 5 R étant le rayon de la spheére, on voit

A
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que le mouvement de la lumitre en un point arbitraire
hors de la sphére, abstraction faite de la lumiére inci-’
dente et des coordonnées du point, dépend seulement

de la grandeur %:{{—;Rs. Maintenant, dans le systéme

de sphéres ci-dessus mentionné, concevons que, la si-
tuation de leurs centres restant la méme, leurs rayons
croissent jusqu’a R, qui cependant doit toujours étre trés
petit en comparaison d’une longueur d'onde, tandis que
leur indice de réfraction passe de N & N; si ce chan-
gement s’opére de maniére qu'on ait toujours

N—1,., N —1

o B —
N9 N9

3
R:,

le mouvement de la lumiére, en dehors des sphéres et
partout en dehors du systéme, ne sera pas influencé par
ce changement. Si R, devient égal & la plus petite demi-
distance moyenne des centres des sphéres, le systéme
correspondra & trés peu prés & un milieu homogéne avec
Pindice de réfraction N,. De la on peut encore conclure
que si les sphéres, dans le systéme, restent les mémes
tandis que la densité d, de ce dernier varie, Iindice
de réfraction N, du systtme variera de maniére que
N:—11
N34, |

La quantité totale de lumiére émise par une sphére
isoldée sera, d’aprés (110), déterminée par

restera constant (cf. ,Théorie de la dispersion®).

2‘25 72_ s
I — )a(l\( 1)’

3z \N*1-2
et 4 désignant le nombre de spheres dans I'unité de volume,
AL sera la quantité totale de lumidre rayonnée par

chaque unité de volume du systéme*. Cette grandeur est * NOTE 5.
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le coefficient d’absorption du systeme, et st on la désigne

] R . 2xlt
par , o étant en méme temps exprini€ par 5 on aura

19821 [ N*— 1\® 3
= AL = A =g~ (;vi@)’ 4=z

1l en résulte que le coefficient d’absorption est inverse-
ment proportionnel & la quatriéme puissance de la lon-
gueur d'onde (loi de Rayleigh*). Réciproquement, le
coefficient d’absorption /. du systéme et son indice de
réfraction N, étant donnés, on powrra, avec nos donndes,
déduire le nombre de spheéres par unité de volume et une
limite inférieure deleur grandeur, car on tire des équa-
tions précédentes

R \NIL2

327 (N~

Comme exemple, nous prendrons I'indice de réfrac-
tion et le coefficient d’absorption de l'air atmosphérique
a la pression ordinaire, & savoir N, == 1,00020 et 2A/*
— 0.0017, 10-6== ¢étant pris pour unité de longueur.
Avec ce dernier coefficient, 11,3 % de lumicre avec la
longucur d’onde 580 ¢t deux fois plus avec 2 — 480
seront absorbds sur une étendue de 8 kilométres.

Ces valeurs, étant substituées dans les équations
précédentes, donnent

A = 00163, K = 0,141 <A— T2 s 00,
N

c’est-a-dire par millimétre cube un nombre de 0,0163- 1018
sphéres avec un rayon d'an moins 0,141 10-6™m A ces

* J. W. Strutt: Phil. Mag. 41, février, avril, juin 1871.

Uz (Ni—1\ oy bt (N2 (N2) _ 2 N2
R 1 i~ i ~_ 0 .1 1+
' —1)@=1) 7 82z " Ni—1

valeurs correspond a = 0,00153 p
pour 2 = 480,

Tres différent de ce mouvement de la lumiére est
celui qui se produit dans les cas particuliers o1 'on a
po = 0 ou g, =0, lesquels se présentent pour toute
une série de longueurs d’onde. A ces cas correspondent,
d’apres les équations (111) et (112),

wal0) Va(a’) — Neew(a) va(e’) = 0,
Niueo(a) ta(d) — wh(a) va(d) = 0.

La premicre de ces équations correspond approximative-

ment & v,(«’) ==0, la seconde & vai(e) == 0*. En posant * NOTE 51

pour plus d’exactitude dans la premiére équation o'= 8+,
£ étant une racine de I'équation v,(8) = 0, on obtient
par un développement suivant les puissances de ¢ et en
négligeant les termes qui renferment une puissance de e
plus grande que la premiére,

_ g @
€= Nua) Nn’
Si Péquation donnée est g,pq = 0, & cette équation

correspondra, si Pon prend les deux premiers termes
du développement de w.1(a) et a2 whyi(a),
(n—1)d"

o , ) / N —
_Z\7a(1—}—mn—+1~))@,,+i(a)—]—(H+1—|—§———(2n+1))v,,+1(a) — 0,

ou Y'on a

n1 va(o)

al

Vppa(d) = — () +-

et
R

1
i r i
o/ vu(a).

than(al) = — | (’l—jﬂ — 1)1;,.(4) +2

A

A Taide de ces équations, on trouve avec le degré d’ap-
proximation voulu

@n-+1)a'a(d) -+ d0(e) = 0.
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Si maintenant on pose o = ¢, va(F) étant,
comme auparavant, égal a 0, on oblient

2

oo a - a
R Ty N@n-F1)"

Les racines de P = 0 et de ¢,oy = 0 sont done
tres prés d’étre égales, mais sans I'étre exactement, et
la différence entre deux racines correspondantes est

, a(n—+1) (1>0).

g—e =

 Nu(@at0)

En désignant les variations correspondantes de la
longueur d’onde par ¢ et &, on a

e__90 g
B X BT 7
et
o Aa(n-1) = A0 _n-1
‘ C BANa(Qa+0) T BT n(2n--1)"
Le tableau suivant donne les cing plus grandes
valeurs de - pour # = 0,1,2,3, 3 étant une racine de

Péquation v,(8) = 0:
n==0 n =1 n =9 n = 3
1 0,6992 0,5451 04196 ...
0,5000 0,4067 0,3454 0,3016 ...
0,3333 0,2881 0,2549 0,2203 ...
0,2500 0,2233 0,2025 0,1856 ...
0,2000 0,1823 0,168 0,1561 ...

On voit maintenant que la plus grande différence
0—¢" dans la longueur d’onde correspond & = = 0,6992

et & 7 = 1. En prenant pour exemple B — 0,141 et
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A = 580, on trouve §—¢' — 0,000045, nombre 13000
fois plus petit que la différence (0,6) entre les longueurs
d’onde des deux raies D, et D, du spectre solaire.

Dans un systéme de sphéres, il se produit, dans les
cas particuliers considérés ici, des raies d’absorption
lorsque la lumiére blanche transmise est décomposée
en un spectre. En effet, tandis que la quantité de
lumiere rayonnée de chaque sphére est en général, comme
nous I'avons vu, une grandeur trés petite proportionnelle
a R, elle devient, pour Pn = 0 ou g, = 0, égale &

(9
2—(‘3——+ 1). C’est-a-dire aussi grande que la quantité de
a7

lumiere incidente qui, sans déviation, tomberait sur une

1
sphére dont le rayon serait Z—l/Lj_—z Comme, dans

notre systéme, les distances moyennes des sphéres voi-
sines sont supposées beaucoup plus petites, on voit que
le systéme peut élre regardé comme & peu prés impéné-
trable & cette espéce de rayons. On remarquera en
méme temps que les raies d’absorption correspondant i
9, = 0, c'est-a-dire & v(8) = 0, sont simples et toutes
les autres doubles.

Si Pon a délerminé dans un systéme une série de
longueurs d’onde de raies d’absorption, elles pourront
étre rapportées aux inverses des racines de Péquation
() = 0, ot » = 0,1,2, ..., en les multipliant par

. .. N
un méme facteur constant. Ce facteur étant égal a YA
Pl o 21

il sera donec possible, a Paide de ce facteur, de l'indice
de réfraction et du coefficient d’absorption du systéme, de
déterminer toutes les constantes de ce systéme, 4 savoir
le nombre de spheres par unité de volume, leur grandeur
et leur indice de réfraction.

32



500

On pourra aussi dans ce but employer des mesures
de la largeur des raies dont le caleul peut sc faire
comme il suit.

Si la longueur d'onde i correspond a p, — 0, la
valeur de p., pour une longueur d’onde voisine 2-- 0,

* NOTE 55. sera déterminée par*

p=0
ad 13 (@n—1) N1

dpa | dpa s 0
Pr= [a;ﬁz N] 7 2 ye (N Ene D)7

De méme, si 1 correspond & ¢, — 0, la valeur de
¢», pour une longueur d’onde 14, sera déterminée par

B3 @n—1)

Gn a2n—1

~
ve—1)2.

A
Bien que ¢ soit considérée comme une petite grandeur,
elle pourra cependant toujours étre supposée assez grande
pour que p, et ¢, soient trés grands par rapport a
I'unité, de sorte que %, et s, pourront étre déterminds

par
Sp = —.

by = —,
P qn

Pour un systeme de sphéres, les coefficients d’absorp-
tion correspondants seront exprimés par

A F@uAL) A Z@n )

P 29z qn 2z
Nous pouvons maintenant, dans le specire de la
lumiére transmise, considérer les denx limites d’une raie
d’absorption comme les points ot lintensit¢ de la lu-
miere est réduite & une fraction constante e, et la
largeur de la raie pourra alors étre déterminée par Ia
différence 24 entre les longucurs d’onde en ces deux
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points. En désignant par x la distance parcourue par
un rayon du systéme considéré, on aura

Az F@n-1) Az 2@n4-1)
= -—F-—pg— et ¢ ="F .2+ "7,
P 27 an PR

En substituant dans ces expressions les valeurs de
P et de ¢, trouvées plus haut, on voit que la largeur -
des raies est toujours proportionnelle a la racine carrée
du chemin parcourru, comme aussi & la racine carrée
du nombre de sphéres par unité de volume.
La raie la plus large correspond a
, a"—d

o == T, Q1 ES ——as .

[~

)

ce qui donne

. 8Ky /bzd=
2 — = |/

Pour 4 = 0,0163, B = 0,141, 2 = 580, = = 10}
ou 10 metres et ¢ = 0,693, correspondant & une absorp-
tion de 50 % aux bords de la raie, on trouve

20 = 257,

valeur qui correspond & une largeur 4,3 fois plus grande
que la distance entre les deux raies D, et D, du spectre
solaire. II w'est pas sans intérét de remarquer que 26
peut aussi étre calculé directement au moyen du coefficient
géndral d’absorption ., sans qu'il soit besoin de connaitre
les autres constantes du systéme, N pouvant, dans I'expres-
sion de A, étre considéré comme un trés grand nombre.

Les raies d’absorption peuvent ainsi étre trés larges
et présenter plutot le caractére de bandes d’absorption, -
lorsque o' est une des plus petites racines de P'équation

32*
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v(a') = 0. Mais, si & est une des racines des équations
v(d), vd) = 0, les raies, avec les constantes numé-

riques prises ici pour exemples, seront, méme dans les
cas les plus favorables, réduites & des lignes d’une lar-
geur & peine mesurable, ce qui, hien entendu, n’empéche
pas qu'elles ne puissent étre visibles.

Mon intention, en calculant le mouvement de la
lumiére dans un systéme de petites sphéres, n'a pas été
d’en donner une détermination exacte, ce qui eit exigé
un plus grand appareil mathématique. J’ai seulement
cherché & mettre en evidence ce que présente de parti-
culier ce mouvement de la lumiére, qui, pour une sphére
isolée, se laisse déterminer exactement et, par 1a, devient
aussi calculable dans ses parties essentielles pour un assem-
blage de sphéres, le but de ce travail ayant été, en partie,
de montrer la possibilité d’arriver, par les propriétés op-
tiques du systéme, & la connaissance des éléments qui,
par leur petitesse méme, échappent & 'observation directe,
en partie d’appeler Iattention sur la frappante analogie
qui se manifeste entre les propriétés optiques du systoeme
et celles des gaz.
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NOTES.

NOTE 1. La traduction de ce mémoire a été faite
par feu M. Frisch et approuvée par Lorenz lui-méme.

NOTE 2. Les dérivées partielles par rapport aux
autres coordonnées polaires sont au contraire toujours
finies.

NOTE 3. ¢ désigne l'angle que fail » avec I'axe
des z, ¢ l'angle que fait le plan qui passe par r et «
avec le plan des zy.

NOTE 4. On a
= @é+yp+2C,
4,(rd) = wdé+ydy—-24,C+28.

NOTE 5. Le symbole 4,u peut étre exprimé en
coordonnées polaires par

168(ru) | 1 o’u cot;a ou u
4w = T +r251ngp6/“

r or

et comme les dérivées par rapport & ¢ et ¢ sont partout
finies, 'expression
) RG]
or or

sera par conséquent aussi finie.
De la méme maniére on reconnait que les expres-
sions suivantes sont partout finies.
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NOTE 6. 7 est défini comme le coefficient de =z

dans I'expression e®—®7; mais Lorenz se sert en général

2z

de la lettre I pour désigner la quantité T ou 2 est la

longueur d’onde.

NOTE 7. On suppose dans ce qui suit que £ 5, ¢
sont de la forme get, on ¢ est fonction de =, y, 2, mais
non de #. Dans cette hypothése les équations différen-
tielles prendront la forme

0 .
—_— "B_
4¢ ox ! re 0,
06

A.zv—“z—)g—/—"—l_? = 0,
0 | ..

Comme 6 est nul, on voit facilement qu’on peut écrire

L _0C_B oA oC . _oB a4
g'_@ 0z VT G T Eg o 53—:‘@

Si on introduit ces quantités dans les équations (),
celles-ci prendront la forme

S(ACHFC) _o(aB+PB) _

Oy Bz
ILA+EL) 0(40+HPC) _
G T e T
0(4B+IB) _s(4d+rd)
ox oy o

On satisfait & ces équations de la maniére la plus géné-
rale en posant
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. ou
4,44+74 = 5’

ou
4,B+IB = @,
s Ou
4,C+rPC = B
u ¢étant une fonction arbitraire.
Mais, en posant
Q@ 99

A = z@—y-a;—{—mb,

on aura en vertu des équations (10)

68

24 — 92

4,A+TA = 272"

et de la méme maniére

i

2B — 9~

4,B+FB =2 5y’

88

20— 975

4,C-+-0C 255

Les équations (1) sont done satisfaites par les valeurs
de 4, B et C données par les équations (9). Reste en-
core A décider si ces solutions des équations (1) sont les
plus générales. Mais on peut remarquer que & 7, {
sont tous trois solutions de la méme équation aux dé-
rivées partielles, et qu’ils sont liés en outre par I'équation

0§ | Op 6-C —0
%+6_y Tz =0
par quoi P'on reconnait qu'ils peuvent étre exprimés par

deux intégrales de I'équation Au-+Pu = 0, et que 4,
B, C étant exprimés par deux intégrales, indépendantes



‘nne de l’nnh-n de cetie dauation les e
LS L SR ST £ 2w AN A Vv 1S i

1 ne avTirasceiAe A
€5 expressions ¢, »,
{ sont vraisemblablement les solutions les plus générales
des équations (1).

NOTE 8. On trouvera
o(s28 1,22 1.%9)

09, o T Oy + oz 48 08
=% iz B T
¢(ra)
__ 09 oS a8
~ TT*”429+337J—J35’
et la composante de la rotation sera
0 oc(iSM aSJ-zaS
pe— 80y _ o(A Q) 0040 o5 \"i )
8y bz oz ot oz
¢ 1‘68
09 _ 09 ( 5)
( 5.7)4' a—*‘x or - AZS.
En remarquant encore que
Fu 26w 1w, coledu 1 &u
Ay = - 2= ¢ S
2 or® + ror T3 e oy - 7°sine dd7
5< in 6“)
_1&ew, 1 T8 1 &
r & 7 sing g + rsin’ 0

on obtiendra facilement l'expression donnée dans le
texte. '
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NOTE 9. Comme on a I — }'— s ay oy a, o dé-
signent des distances mesurées par les longucurs d’onde

(divisées par 27) comme unités.

NOTE 10. On déduit facilement au moyen de
Péquation différentielle (21) que
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L g
dan—H
2

Vnpy = —aH—a—,

et comme v, = sina, on en conclut les relations (23).
De la méme maniére on obtient les expressions (25), en

remarquant que
w
d n
an-l-l
d

w"+1 —_ __an+2

et que w, — cosa.
NOTE II. On reconnait facilement que, u, étant
Pintégrale générale de ’équation

d'un (n(n—}—l)__ 1)u
de* « "
la fonction

cos¢ dP,(cosgp)
a do (@)

satisfait & 1'équation

s A
! (qmgoasp) & u

. 180 u) "
dutlu = o=+ r’sing + 2sm ¢6/2+lu
ou
(1o(au)+ 1 a(Sln¢0¢)+ (9‘u+ )
a 0a a’sinp dp a”sm o 04°
et par suite que les expressions (29) satisfont aux équa-
tions
4,K+TPK = 0,
4,8+018 = 0;

mais il est bien possible que ces expressions ne soient
pas les solutions les plus générales des deux équations
qui peuvent (par un choix convenable des constantes)
satisfaire & toutes les conditions aux limites.
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NOTE 12. Les équations (32) ne peuvent pas di-
reclement étre déduites des équalions de condition,

Celles-ci donneront

(a a(K—}-K)) a(a(arK,
) ada 8(8—}-8) d'éd ) .88
g + sinpdd g T singdg’
5(0-a(KLK) (' K)
® ada ) _8(S-L£8) (W} 08’
sing o¢ O¢ - Slnspatr; - % !
3(6’ a(S—}—S)) 6( 0(a' S")
@) Oa ('7’ a If—i—]( oa d(a'K")
sing 8¢ T singdy | T dp
PYA a(S+S ) NEICES )
| O (K+Ky) (* da’ d(¢K')
, S s

%)

§m © 65/) 699 31n5_,; 69’ *

En vertu des équations (26), (29), (30), on aura

© - dP,(cose

K — cos;’;le,L —ér 9),
— <n g @P(cosg)

S = 511190};‘8,, —d;ah ,

et les expressions analogues pour K, S, K'. 8, les coof-
fcients &, et S, étant indépendants de ¢ et ¢

St I'on pose

1ek) | Ad(aKon 1 d@R) _

a da a da a  da’

S"+S°:"_S”2 = (Sﬂ)7

et

ol Ko ny K5y Suy So,ny S, sont les coefficients analogues
a K, et S, correspondants a K, K', 8,8, 3, les équa-
tions (1) et (2) peuvent s'éerire
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P, NS AP,
) Z(K,,) » §m ; =0

, (K.) dP, &Py _
©) Zsmgp do _{_Z(S") dgt

Si T'on pose cosgp = x, on aura

dPp, . dP,
= —Sig
of de dx
&P, P, &P, de,,
dg — T e dz "

et I'équation (5), en vertu de la relation

dP n—i

P,
b _ ,p,y 3t

xdx

peut s'éerire

\ P o\ OB
E (%) (ddx ’—nzp,,)— E (CALLE

Par intégration entre les lmntes —1 et 2, on ob-

tiendra

(P gy (PP —2{&; ,
+ D+~ 1r(8) = 0.

Comme le coefficient de P, doit étre nul, on en déduit

(7) gzn_{_—:; (K1) — (" (K,,._l) —(S,) =

relation valable pour



et
@ 3E)+ (1K) + F(—1(8,) =

Par intégration entre les limites z et 1, on aurait
obtenu le terme constant

©) —3(E) + 2(K) — (8,) =
De méme 'équation (6) donnera
(10 ST (s~ (s =iy —

(11) %(Sl)+§(—1)’Z(Sn)+2'(—1)"(ffn) =
(12) —3(S)+2 (S)—Z(K)
Des équations (8) et (11) on déduit
(1{1)_(81) = 07
et des équations (9) et (12)
(K)-+(S) = 0,
et par conséquent
(K) =0, (S) =

Si dans les équations (7) et (10) on fait » — 1, on

obtiendra
(K,) = 0, (8) =

et Pon reconnaitra que toutes les quantités (IG,) et (S,)
s'évanouissent, par ot I'on voit qu'on aura

88— g o LOa£AK) 19K
a Oa d  dd
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Par un procédé analogue on pourra déduire la pre-
miére et la quatrieme équation (32) des équations (3)
et (4).

Du reste on voit qu'on peut se passer des équa-
tions (32), les équations (K,) = 0, (S,) = 0, etc., don-
nant immédiatement les quatre équations d’ott sont
déduites les équations (33).

NOTE 13. v, et w, étant deux intégrales de I'équa-

tion

du _ (nn41)

= 1 u,

da® a
on aura

r” ”
Vnlly — Vplbq = 0

et

Vi — Wil == C,

¢ étant une constante. Si 'on pose ¢ = oo, on obtiendra
nr ,
Wy = COS|{a— 5~ ) =

, . n
Up = —h = sin{a——),
et par conséquent
¢ = 1.

NOTE 4. Les expressions trouvées par Lorenz pour
exprimer la moyenne de différentes fonctions ne peu-
vent ¢étre considérées que comme approximativement
cxactes et ne peuvent pas étre démontrées avee rigueur,
ce quon voit déja par la définition des quantités w.

Quant & la valeur de sez"x/‘—i dz, cette fonction peut,
v
comme le dit Lorenz, si0< u <1, étre développée en une

série semi-convergente, a savoir
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[

S;’i oty — e‘"i(iw"‘—‘ — (/1*1) P2 a2 l‘(‘uA 1) (u—_C)) wl—3, . )

w
+i"—‘([u~1)(#—2)...(#—n+I)S:“”’x/‘—"dx.
w
Si w est suffisamment grand, et que » ne le soit pas
trop en comparaison de w, la derniére intégrale peut
étre considérée comme négligceable. Considérons la va-
leur moyenne de ¢*'w—#, olt u est positif. Cette valeur
est exprimée par

>
e w M dw
B (47}
M =2 s
w,— o,

ou w, et w, sont tous deux des nombres trés grands.
Si Ton considére dans Iintégrale deux ¢léments pour
lesquels @ differe de =, la somme de ces deux élements

sera
ﬂe(”i/,t

Pl ((u_/l —(w + 7;)_11) dw — W

dw
(approximativement). On voit qu'on peut dans lex-
pression de M considérer les limites de I'integrale comme
des multiples entiers de 27, si w,—w, est suffisamment
grand.

Mais alors on aura, si 0w, =2mz, 0, = 2m, 7,
)2 ; ‘)7"2{
Se“” w " dw g e o dw
M=" __2mr
W,— ), Wy~ O,

S((")m T+ B) T (2 (i D ) (2 (= DBy~ S dh

II)E - (()1

Mais on obtiendra une valeur nwmériquement plus
grande si l'on remplace ¢¥ par 1, el par conséquent
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mo—miy—1 1 1 ) .
i”Z ((Q(mﬁk)n)" (@m AR+ 1))
Mj< | =

w,— o,

et comme on augmente l'inégalité en remplacant
' —1 —1
—————— par
(@ (m A4k + D =)* 2 e A-k-+1)7)

(=)
ol — — =
b gt
|M|< _N@y @RS

w, — ®,

on aura

quantité qui tend vers zéro si w,—w, est suffisamment

—1
grand. On reconnait alors que la moyenne de Se’“ x*—tdz
w

est zéro si 0 <p<< 1.
Si, dans lintégrale ge”'xﬂ—‘dx, p est plus grand

0

gque 1, on aura

() s,

2 2 &

ni)
\eﬂ' ci—tdr =

0
.
Lorenz dit bien que la moyenne de e“ ! s'éva-
- b
nouit; mais cela n'est pas exact, car on aura, sl T'on
nomme cette moyenne M,

o U)

2.
et dw
Jl[ elulv_____’
(w,— @,)
expression qui peut & Paide d’intégrations par parties
dtre développée en une série semi-convergente, dont les
termes sont de la forme

ep(e™i P — e”? wh)

0 —w,

?
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. (U2.
ou ¢, st une constante, ct un reste de la forme cge”x/""dx,
Ywy
qui peut étre négligé. Mais les termes de la série et

par suite la série elle-méme ne s'évanouissent pas en
général.

NOTE 15. Tant », que n, sont ici des quantités de
la méme nature que .

NOTE 16. La formule (40) ne peut en général étre
juste; car on a

N

wni eemi __ ea{nat-1)i
S b

ny

et par conséquent, en différentiant par rapport a «,

Ny

anyd ___ a(ng-t-1)i
et — ﬁle ! ("2+ 1)8 (ratt)
1—en

ny

(eanli . ea(n2+1)1‘) eai
i
. 712 :
Si I'on prend la moyenne de Xne, le second terme
I . . "l-
s’évanouira, mais non pas le premier. La somme de la
série (ou bien la moyenne de cette somme) est pour-
tant d'un ordre de grandeur plus petit que celui de
chaque terme de la série en particulier.

L1 I-(s—n)
aZ * a2

NOTE 17. Cela présuppose que

sont tous deux des quantités trés grandes.
NOTE 18. Voir la note 14.
NOTE 19. On a

& qQ S‘”

cos (— eas L x)dx

0
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et
Q = &;—% cos (—ea’ +x) da

= -3 cos (— em%—f—'x)-(gx—%‘—l)-dx

-+ g Sac)os (—exs +-2)da
3dQ

3. 1 J
_ 2 —ext ) 22
E!sm( eas - .av)o g
Mais d’aprés la définition des quantités « le premier
terme s’évanouit.

Gt

NOTE 20. Cela suppose que

est trés grand.
a .

S
NOTE 21. Cela suppose que ‘/ %zf est trés grand.

NOTE 22. On a @ = i—/d/@ et le module du

Ry 1 2 PN
terme out entre «r est égal a

VR WL S —
@ -EVQ (M3~ N3).
NOTE 23. On trouve la somme des séries dans

lesquelles entre P,(—cosg) en remplacant dans les for-
mules (26) et (27) ¢ par p-L-x.

NOTE 24. La série (66) peut étre déduite de Péqua-
tion différentielle

@qn i 4( TP Gt ) A9y ﬂ(gj_—_l) G

do? @ da

?

/

a laquelle satisfait ¢,.

Pour la déduction de cette équation différentielle,
voir la partie 6 de ce mémoire intitulée: Suite. Réflexion
totale, diffraction.
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NOTE 25. La formule (66) peut s'écrire
g (3 L(%)?L_L((?H—%) @)y (et 2 - (@) 1
' a 2 a a 2

() () (O 1025

ER
Si p est petit, les quantites

) e

a a !’ a

sont elles-mémes petites et peuvent otre négligées, et si
p est grand, le terme de ¢, correspondant 2 cet indice
sera lui-méme petit.  Mais, si lon peut négliger les

quantités ( %2; ( %))j

412\
cisément (1 —-(n_‘a2) >

NOTE 26. On suppose dans ce qui suit que gu(a)
et gn(a) peuvent étre exprimées par la formule (67).

. Yexpression représentera pré-

NOTE 27. Les séries sont des progressions géomé-
triques dont la raison est d,e—2i4(7) g ¢ ¢—2¢2a(a)

Comme ¢, est positif, les valeurs de b, et de ¢, sont
toujours plus petites que l'unité.

NOTE 28. Si l’on développe b,,, suivant les puis-
%— 3

. on trouvera que le coeffi-

sances croissantes d(,

1\2

. n-+1
cient de (#) sera
a

N—1)m 1

e

[
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, . . n-4-3\*
el d'une manitre analogue quele coefficient de ( + 2)
d a

dans ¢,,» sera

_(%:‘lg)):“ (N+Ni_2(7n+1)).

NOTE 29. L’exposant de e dans Pexpression en

question deviendra

BT ) — @t 1) 2) ()

et le coefficient de Z;i sera +14-2m -1 correspondant
A — (@), ou F1--2m—1 correspondant & - Ai(a).
Si fBu,m OU 7a,m est développé en série suivant les puis-
sances croissantes de ("—i——%),]es coefficients de (n——:—%)z

deviendront
2N(N—1)m 1( 1 > 2m-41
&) Fyes (E %)~ o )
(=) correspondant & y,, , pour m impair ou pair.

NOTE 30. Si I'on suppose que v--3} désigne la
distance d’un rayon incident a I’axe, on reconnaitra que
6 est 'angle l'incidence et #' I'angle de réfraction, tandis que
& et ¥ désignent les angles sous lesquels le rayon ré-
fracté et réfléchi (une ou plusieurs fois) par la sphére
coupe l'axe, ce quon voit facilement en remarquant que
la distance du rayon au centre est toujours la méme au
dehors de la sphere, et quelle resle aussi constante a
Vintérieur de la sphére.

Les développements suivants du mémoire prennent
tous comme point de départ, qu'un terme de la série
qui exprime le mouvement lumineux dont I'indice est y,

représente le rayon incident & la distance y de Paxe, et
33
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que la partie d’un terme d’indice » correspondante 3 /

)
n, me

ete., représente la partic du rayon réfléchie m fois. N

NOTE 31. La valeur de Pamplitude est, d’apres
mes calculs, 21,326, clle de P'intensité 454.80.

NOTE 32. On reconnait immédiatement que les
dérivées par rapport & « des quantités qui n'entrent
pas dans exposant seront d'un ordre de grandeur plus
petit que celui des dérivées des quantités, qui entrent
dans l'exposant. De méme on voit, si 'on ne conserve
que les termes d'ordre supéricur dans l'expression (79),
quon peut négliger la partie de la dérivée par rapport

EY )

& ¢ obtenue par différentiation de ‘/ e
’ 7using

NOTE 33. Comme on peut admettre (ue e—(hl—;li): 0. -
on aura ¢
W) _ o) o 6(Fa)
de 68 da " ba
Mais

T, .
Fo = It — -c;i — L)+ ¢,

ol ¢ est composé de termes qui ne contiennent pas «,
et par conséquent

dFa _  dife) _ —cos .
da da

NOTE 34. ¢ ne figure dans Fa que par le terme
++1)e

NOTE 35. Comme on sait par la théorie des fone-
tions I, on a

e

I(p) = \/'%("i)ﬁ—fa),
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ou ¢ tend vers zéro, si p croit infiniment. Par consé-
(quent on a approximativement, si # est un grand nombre,

(2a)2+t 1.3...2n—1  2apH[I2n-+-1)T
1:3:6..4n+1 2.4..2n  I{ln+2)[I(n+1)F

: 2z 2 1\ tnt2
@ ayr 271:’}—1 (%)
- ‘/jQT_ (4"4-2)”?2 27 (n+1)2"+2
dn-L9 e n—+1 e
e(ae)?n+t

R e — ]

Vr (@2n-+1)[2(n-=1)]2nm+t

expression qui, comme on voit, devient infiniment grande
sme temps o 0 {

en méme temps que 2, $i g—g>1.

NOTE 36. Si nt+1—a est du méme ordre de

grandeur que ¢, 1— ne peut pas devenir nul ou
g { , p p

1
trés petit.  Les deux limites de Pintégrale peuvent étre
regardées comme des quantités de la méme nature que .

On voit en développant lintégrale en série quelle
peut étre mise sous la forme d’une somme de termes

tels que

w3
. a T
AmS;’/m’%Sln [(1__{_’1_}_{;)'?/ - E} L]
w1

ou m est un nombre entier et 4, une constante. Mais,
d'apres la formule (39), cette somme doit s’évanouir.
(Voir pourtant la note 14.)

NOTE 87. On a
I'Cn+-2)I'(2n)
92— ) [(n 1) °

128 @n—172n+1) —

Si I'on se sert de la formule citée dans la note 35, on
obtiendra I'expression donnée dans le texte.




que, dans le cas cltc, v;i—;'—»uv;, wesl pas d'un ordre supd-
rieur que lunité. Par conséquent v,1, ne peut pas
étre d’'un ordre plus grand que l'unité.

NOTE 39. On suppose ici que n, n—m ot n-tm
sont des nombres trés grands. Dans cette hypothése on
peut appliquer la formule citée dans Ia note 35, et I'on
obtiendra

(n——7n—§—1)(72—m+9)..._(n—:—m) 1-3...2m— 1)

azm 2. 4 Om
I(nd-m4-1) '(2m-11)
2mazm [(n—m-- 1) [ I'(m 1)
_eimti(n —(—m~L 1)"+%+”’(°}m -+~ ])"’”J'1

C)2m+za2ml/“ (n_m i l)n_m_u(m 1)“m+1

Mais, comme n--m -1 cst tres grand, on aura

1 nttLlm
(n—~1n—l—-1)n+!+m —_ (n_¢_m ! 1)"+i‘+”l(1 Ao ( )‘_)

' n——m—;—l)
= (n-tm--Lyrtmtiel
et de la méme manicre
(73——-171—;—1)"—"1—5—:} = (72__1)1%_;)71—np+§({§‘
(Zm 1)+ = (Qum)emtie,

(7)&—:— I)Em-{—l = m2mtigl,

ot l'on voit pourtant que toules ces expressions ne sont
quapproximatives. En introduisant ces valeurs dans
Pexpression trouvée ci-dessus, on obliendra Fexpression
du mémoire.

NOTE 40. Les termes oo " rl,. ete., de Ia

+-4)"

série qui représente F(m) sont ici neOIwe Cela sera

Ky, —
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permis, si I'on peut supposer que l'ordre de grandeur
de e soit inférieur & celui de #. Mais, comme on le voit,
les termes de la série (66) deviennent trés petits, si Pordre
de grandeur de la quantité m s’approche de celui de .

NOTE 41. Mes calculs donnent 0,5172.

NOTE 42. Pour vérifier les formules (105) et (106),
il est nécessaire de former le produit et la somme des
carrés des séries qui figurent dans leurs seconds membres.
On voit immédiatement que les résultats de ces opérations
seront des séries procédant suivant les puissances crois-
santes de e. Si nous formons v.(e¢)w.(a), le coefficient
de &% sera

3V3 L[IBI(g+3) | I'$) [g—1+3)
4 ¢ 1!34q! + 3!13(g—1)! +-- }

Nous appellerons K, la série entre crochets et nous
chercherons & sommer cette série.
On a, comme on sait,

royrmy  (Ce-ae

Ttm) = \EFirs

(le second membre étant la fonction eulérienne désignée
par B), et par conséquent

o 3 1
"q—l'LI —24_%__«9' q—3+4
1‘(g+§)((< T Ty T 6'()'

. 2
3¢! ), (6 1)ats
Si a et « désignent les deux racines cubiques ima-
ginaires de I'unité, I'expression ci-dessus peut s'écrire

Koy — 5 4L f T [ o (adhpeg @ 1) d

3 (E+ 173

ﬂ
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expression qui peut étre transformée en

K, — L <9+%)Sw[<w+ P14 (e )91+ (72 L 1)) da

3q! (z*4-1)7+8 ’
ou, sous une forme plus condensée, |
€2 i 3 .
(1) K,y — F(Q s) Z(C‘x"l_ 1) ”flx £
390 ) (@1 1yH

En intégrant par parties, on en déduit

@ Ky —

k]

Tlg43)39 + 2\ Jar'(un - 1pr da
3q! 3q-- 1! (a°-L 1)r+i+3

l ..‘
et, en remplacant z par =t |

(3) ]{3 . F((Z )31 "T_ 2(’4‘3"1‘ )3(12:1 dz. }
390 3g41 )@+ tpeied

En additionnant ces deux expressions, on obtient

(4 2K, — F(Q—Lg)3v -2 2(&97 -+ 1)3"'“(5%‘0—‘— 1)
3q! ag~1—1 (x -+ 1)yrFtEy
20(q-+%)3q-+2 Qox(ax1)3+dy
—_ 9 Zf
3(39+2)(3¢+3) K344 34! 3{_]_,_1 @ et
ou hien
- 2/q ~.-:) 3¢+2 z"ax(axu)w[zx
9 _ 2\ ' 3 i

(O) 3K3(q—.—1) (3€Z+ )(3fl+3) 3 3Q 1 S (w3+ 1)q+1+§

ce qu'on voit en remplacant dans le premier membre de
Péquation (4) Ks, par Uexpression (2). On aura par con-
séquent

1) Kygpo =
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6 K = E(Q”}" 139\ Zax (az - 132+ dy
gy = 3(g--1)! (2° L 1)rH+T

B 3(g+ 1) (xs+ 1)q+x+-§» ’

1
ou la derniére expression s’obtient en remplacant z par
Par conséquent on aura

- 20 (g2 E‘ax—i—l&l—‘dx
@) How = égq! )g (($3+1))q+§

b
et, aprés intégration par parties,

\ 2I9+3) 3¢-+2\ T (ax+1)2de
S . Ky = . . o
3q! 3q (2 1)7+5

b

_ 2F(q+§)'3g+2 2ax(ar-t+ 1)‘3‘1d
3q! 3¢9 V(@4 1r+iti

par ou l'on obtient, en ajoutant la premitre expression
au double de Ja seconde,

9) Ky — 210143 E(aw+1)“+°—"(ax+1)w
3q!3q (@ 1)r++%

’

QF(Q*'—i—f—s) 2ax(ax4-l)39+’ Vx(ax+1)3q
3q!3¢q (2 1)r+1+3

et, en additionnant de nouveau ces deux expressions,

(10) 28— 2500 0g41) (9+9) (929)— 2

(49+3) K5, )
B9+ (Be+2)(B¢-L3)




Mais on a

et on reconnait alors facilement que
Yl—1+90@—2+3)... TGy
3q!
[~ 1
7931/ = 4=
RV Sf(q ‘ <3>
3q! )

D'une maniére analogue on peut sommer les autres

Ky =

séries, qui représentent dans z,w, ct dans »2 -} les
coefficients des puissances de e.
NOTE 43. On fait ici hypothese que
a>n-ti>d.
NOTE 44. Les termes de la série qui représente
Za(a) seront de la forme

tandisque les termes des séries qui réprésentent ¢ ou
seront de la forme

ol 4, et B, sont indépendants de «.

NOTE 45. Dans ce qui suit on présuppose que
I'équation (68) est valable pour la variable a.

NOTE 46. g.(a) croit toujours en méme temps que »,
ce qu’on reconnait par I'équation (66). Si a—(n--1) est

positif et d'unordre de grandeur supérieur i celui de 5, ¢,
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peut étre exprimé par
a
Ve — @+
Par conséquent ¢,(a) sera d’un ordre plus grand que
2 .
Punité, si a—n<a?, ol % est une fraction propre-
ment dite.

NOTE 47. En vertu de P'équation (63), 4, est nul
pour ¢ = O, et en vertu de I'équation (64)

a
2 = \9¢
o n
Mais comme ¢, croit rapidement avec %, si #>a, on
voit que 2, décroit trés vite avec la méme quantité.

NOTE 48. Voir le développement qui suit dans
le texte.

NOTE 49. On obtient cette expression en rempla-
cant la sommation de la série par une intégration.

NOTE 50. Je ne puis reconnaitre la légimité du
raisonnement de Lorenz. Mais 'ordre de grandeur de #
étant celui de o3, l'ordre de ' sera celui de «—%, et
dans I'expression

2 2
’Ll'/_;_z(a) = /,lv,((l) + E - 972 T L9

le second terme sera du meéme ordre que 473, et,
comme on le reconnait facilement, le résultat de Lorenz

subsiste néanmoins.

NOTE 51. Les expressions citées sont les coefficients
de kykm, $p8m ou de kqs,. On voit immédiatement que



e

|
|

-1
ap, dP, AP, dP,
( dr n)( Tx — e (m - 1)P,,,) " dr dn ] lr
"
. aP, dP, apr, dpP,
[(-7? 1) —= Tz dz “—n(n-+1ya P, 7o —m(m—{—l)x]—’m%
—1
s 1) B 7y 0 OPs P
ru(n—Ymm-—1) P, B, iz du
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&"'i' ( d&°FP, dP, . dP, (ZgP,,,) IdP dP,
4 L de® do de do l de (lg,

Comme on sait, la fonction P, (cos¢) satisfait a I'équation

&P,
d¢®

-+ coto ZIP Funmn+10)PB, =

Par conséquent on aura

g’;in a’P, d*P,, ., 1 dp, (ZP,,,)
AN ( dg® de’ Tsin"’§o de do ) "%

1 dP,dP, J
sinp do dw ‘e

+ o

Si P'on pose cosg = z, cette expression peut s'écrire

Si 'on pose #>>m, tous les termes de cette expression

s'évanouiront, & P'exception de

-1
/
S(—m (m— l)xl,,,’—]Ziz—L_( P, '”m)(lx,

de '~ dx dx
-t
+1
a cause de la relation bien connue gf'm Pode —= 0, si
Ji
fm est un polynéme enlier, de degre inférienr 3 celui de

P,. Mais cette expression est égale 2

,1> (cotgp (lTI;"’ ~m (1) 1’,,1)

} dx
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—m(m-t1)z Py P, 2P, L [T
ax |4
Mais
dPp
—m g &im
m(m-41)z Py T
s'évanouit tant pour # — 41 que pour # — —1, en

vertu de la relation

(1

Sin = m, en se servant de la relation

dP, dP,_,
x

de dz n P,

on aura

+1
'/ dp, * dp,\
-<x%——n(n+ 1)1%,) + (dx )de

o) ()

-y (& eorfe

1

—1
dPn——l
n i d:c

2nt
1 An—Ll

Doy 2nt 2n°(n - 1)
= 11(%—!—1)—1—72(71-—1)—}-2”_*_1 = Q(n—il—i) .

NOTE 52. Cela implique la supposition que N est
lres grand, supposition qui est faite & la fin du mémoire

+1
+
t

”dx

» Théorie de la dispersion«.

NOTE 53. On supposc ici que Ia lumitre transformée

.(émise) par le systtme de sphéres est absorbée par



b= _[ a'@"n(a)-l\/ )

ce systeme, hypothtse dont Padmissibilité est tros dou-
teuse. Mais, ([uand bien méme cette hypothose serait
admissible, on ne peut pas admettre que chaque sphere
d'un systtme composé de plusieurs couches absorbe la

méme quantité de lumicre.

NOTE 54. &' est ici trés grand en comparaison de

a et par suite N est trés grand.

NOTE 55. Les expressions de p, et 7= ne sont pas
tout a fait exactes. On a

o 1%8°... (2 n—1P@n+1) o L,,_(i)_—_}:\"}n («)
b= 0 (&) = N* (0 ()’

et si 2 est une racine de l'équation P= = 0, la valeur
de p, pour 14, & étant tres petit, sera

) **dp,,if)
L 7

Lorenz suppose que N est constant, quoiqu’on ne
puisse savoir s'il en est ainsi en réalité, et qu’on doive
plus correctement supposer que N est une fonetion de
4. Dans T'hypothése de Lovenz, on a

d(d) + a"0(d) 4 o' ] 721105,(0:’)} 3% 2n—1 (2 2n—+1)

a2n—7—l

Mais en vertu des équations

17 7),,(/4) 1-Nn Puld) ===

wie) — (D ‘) ()

a

el

les quantités o, (o) et o) . («') peuvent étre élimindes de
. Pay €t on obtiendra

0
T
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Pn =

(1) o o] 1585 @n—1) ¢
{_ G e ] g

. a c ye
mais comme N = &', on peut négliger ce terme et le

résultat sera

'— 1 . 27T2| 2 ° 2n—1) ¢
N [n(n+1)+nN] zgz-;j& )/1

Pn—= —

La formule (112) peut étre employée a calculer la

valeur de ¢,. On aura
__ _ Oa [ — (@) v(a’) + N*ew,(a) v”(a')]
b T T e (@, (@ =7, (@) ou(d)

_ da [ Va(a') 10n(a) (1 — N?) ]
X Mo o) — o @)

Mais comme o est racine de I'équation
aNv, a')—i—nv,,(d) ==
on obtiendra facilement, en négligeant les puissances

supérieures de ¢,

13 ...@2n—1) - O
e — =L (E LS
ot monigoo————



